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Regolarità degli Jacobiani.

ANNA VERDE

Prendendo spunto dalla teoria H1 degli Jacobiani sviluppata in [1], studiamo
l’operatore non lineare

Z : H1 (Rn ) K D8 (Rn )

che associa ad un elemento h dello spazio di Hardy H1 (Rn ), l’elemento

Zh4h logge1
NhN

VhV

h
Notiamo che

Zh�L 1 (Rn ) ` h�L log L(Rn )(2)

Lo spazio di Zygmund L log L(Rn ) è munito della norma VhVL log L(Rn ) 4VZhV1 . Seb-
bene in generale Zh non appartenga allo spazio L 1

loc , siamo comunque in grado di
dare significato a Zh come distribuzione di Schwartz di ordine 1.

Per una distribuzione F di ordine 1 possiamo introdurre la seminorma [F]R 4
sup ]NFWN ; W�C Q

0 (B)V˜WVQ41( dove l’estremo superiore è su tutte le sfere B%
Rn di raggio R . Con tale notazione, possiamo enunciare brevemente la nostra
stima

[Z f2 Z g]R GCR V f2gVH1 logue1
V f VH1 1VgVH1

V f2gVH1

v(3)

Richiamiamo un risultato di E. Stein [S]:

h� H1 (Rn ), hF0 in V%Rn aperto ¨ h log h�L 1
loc (V)

La stima (3) consente di provare il seguente risultato,

TEOREMA 1. – Supponiamo che le funzioni hk convergano ad h in H1 (Rn ) e
siano non negative in un sottoinsieme aperto V%Rn. Allora

lim
kKQ

Vhk 2hVL log L(E) 40(4)

per ogni compatto E’V.

Interessanti conseguenze di tali risulati riguardano l’operatore Jacobiano.
Precisamente si ha che se F�W 1, n (Rn , Rn ) allora J(F) log NJ(F)N , con J(F) 4
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det DF , ha significato come distribuzione di Schwartz. Inoltre nel caso di
Jacobiani non negativi si ha

COROLLARIO 1. – Sia ]Fk ( una successione di mappe che conservano l’orien-
tamento Fk : VKRn convergenti ad F in W 1, n (V , Rn ). Allora

lim
kKQ

VJ(Fk )2J(F)VLlogL(E) 40(5)

per ogni compatto E%V.

Poichè J(Fk )2J(F) può cambiare segno in V , la convergenza forte in
L log L(E) non è una immediata conseguenza del risultato di S. Müller [5]:

F�W 1, n (V , Rn ), J(F)(x) F0 ¨ J(F) �L log L(E) .

Lo studio di fenomeni di cancellazione per Jacobiani può essere osservato an-
che negli spazi di Hardy-Orlicz HP (V) su domini V%Rn , dove P : R1KR1 è una
funzione di Orlicz, cioè una funzione continua, strettamente crescente e tale che
P(0) 40 e P(Q) 4Q . Seguendo la teoria classica degli spazi di Hardy H p (Rn ),
0 EpG1, definiamo la funzione massimale M f4 MV ( f ) di una distribuzione f�
D8 (V) e diciamo che f� HP (V) se M f appartiene allo spazio di Orlicz L P (V). In
analogia con R. Coifman, P.L. Lions, Y. Meyer and S. Semmes [1] mostriamo che
lo Jacobiano debole o distribuzionale JF di una mappa F con NDFNn �L P (V), defi-
nito come

JF (W)(x) 4s
V

W(x) J(F)(x) dx W�C Q
0 (V) ,(7)

appartiene agli spazi di Hardy-Orlicz HP (V).
Precisamente si ha

TEOREMA 2. – Sia P : R1KR1 una funzione di Orlicz convessa tale che la

funzione tK t 2a P(t) sia crescente per aD
n

n11
. Consideriamo F4

(F 1 , R , F n ) : VKRn nella classe di Sobolev-Orlicz W 1, F (V , Rn ) con V cubo di
Rn e F(t) 4 P(t n ). Allora:

i) Lo Jacobiano debole JF appartiene allo spazio di Hardy-Orlicz HP (V)
e

VJF VHP (V) GCP (n)VDFV

n
L F (V)(8)

ii) Se, inoltre, s
1

Q

s 22 P(s)ds4Q e JF è positivo allora la distribuzione JF ap-

partiene a L R
loc (V). Per ogni compatto E%V si ha

VJF VL R (E) GCP (n , E)VDFV

n
L F (V)(9)
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dove R è la funzione definita da

R(t) 4 P(t)1ts
0

t

s 22 P(s) ds ,(10)

Tale teorema ha come caso particolare il risultato di S. Müller [5].
In altre parole, il Teorema 2 si può leggere come un risultato di maggiore inte-

grabilità per determinanti Jacobiani nell’ambito degli spazi di Orlicz.
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