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Prolungamento della curva integrale del sistema di equazioni
differenziali sull’insieme singolare. Teoria e applicazioni.

MADDALENA STRIANESE

È noto che al centro della teoria qualitativa delle ODE non lineari e dei siste-
mi dinamici è lo studio delle traiettorie delle soluzioni, la ricerca dei cicli e dei
punti di equilibrio e la relativa stabilità. Il problema trovato si può collocare tra i
problemi sopra indicati, pur inaugurando, per la novità dell’approccio, una nuova
branca di ricerca nel settore.

1. – Il problema. Risultati principali.
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Fi , aij �C 1 , (x , y) �M’ R2n , t�T’ R il sistema (lineare o no) di n equazioni
differenziali del secondo ordine e sia x4W(t) ’ Rn la soluzione, tale che la traiet-
toria (W(t), dW(t) /dt) �M .

DEFINIZIONE 1. – Denotiamo con S4 ](x , y) : det Vaij (x , y)V40( ’ R2n l’in-
sieme singolare del sistema. I punti (x0 , y0 ) �S li diciamo punti singolari.

(Ovviamente MOS4¯ .)

DEFINIZIONE 2. – Diciamo (xi0 , y0 ) � Rn11 il punto stazionario della funzio-
ne xi (y) : Rn K R se ¯xi /¯y1 4 Q Q Q4¯xi /¯yn 40 in y4y0 e xi0 4xi (y0 ). L’insieme
di tutti i punti stazionari di xi (y) lo denotiamo con Sti .

Senza perdita di generalità, su M il sistema è riconducibile alla forma diago-
nale ai (x , y) y

.
i 41, yi 4 x

.
i , i4 ]1, R , n(. Sia S di misura nulla secondo Lebe-

sgue e la traiettoria [x(t) 4W(t), y(t) 4dW(t) /dt] del sistema sia definita su M0S .
Supponendo l’integrale primo I(x , y) 4C continuo con le sue derivate su MNS ,
è possibile definire il prolungamento della soluzione su S nel senso seguente
[3, 4]:
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DEFINIZIONE 3. – La curva [x(t), y(t) ] è il prolungamento della traiettoria
del sistema su MNS via l’integrale I(x , y) se x(t) 4W(t), y(t) 4dW(t) /dt per
ogni t�T e I(x(t), y(t) ) fC su MNS .

Ovviamente tale prolungamento è possibile solo se l’intersezione E OSc¯ ,
E : I(x , y) 4C . Il metodo poggia sul seguente teorema (valido anche per nD2)
[3, 4]:

TEOREMA 1. – Siano I(x , y) e G(x , y) gli integrali primi del sistema per n42
(in generale Ii (x , y), i41, R , n) e det(I , G)x 4Ix1

Gx2
2Ix2

Gx1
c0 su V , allora

per ogni xi (y) i punti stazionari appartengono a (SNY)OV e solo a
(SNY)OV.

Inizialmente il problema è stato studiato nel caso (x , y) � R2 , cioè per il siste-
ma autonomo di due equazioni differenziali con la curva integrale sul piano:
a(x , y) y

.
41, y4 x

.
, ove si è visto che dx/dy4ya (i.e., St4SNY).

Dunque gli estremi locali di x(y) possono esistere solo su SNY . In questo ca-
so particolare una classificazione di tutti i possibili prolungamenti a partire dai
punti estremali è stata presentata.

E stato poi analizzato il caso più complicato del sistema di quattro equazioni
differenziali in R4 ai (x , y) y

.
i 41, x

.
i 4yi , i41, 2 . In questo caso S4 ](x , y) :

a1 (x , y) Qa2 (x , y) 40( e il problema del prolungamento della traiettoria si riduce
allo studio delle funzioni xi (y1 , y2 ) definite dagli integrali primi I , G . Ma a diffe-
renza del caso precedente, dove St4SNY , qui i punti stazionari possono esistere
sull’intero insieme (NSti 4SNY), oppure appartenere solo a qualche parte di S o
Y , o non esistere (NSti O (SNY) 4¯). In questo caso, denotato Si 4 ](x , y) :
ai (x , y) 40, aj (x , y) c0( i4 ]1, 2(, ic j e S0 4 ](x , y) : a1 (x , y) 4a2 (x , y) 4
0( ’S , si è provato, sotto certe condizioni sufficienti, che Sti ’S0 NY ove S0 4
S1 OS2 (i.e., i punti stazionari sono più rari rispetto al piano).

2. – Problema della stabilità.

Relativamente al caso del sistema di due equazioni sul piano R2 a(x , y) y
.

41,
y4 x

.
, si è studiata la stabilità del comportamento della traiettoria sull’insieme

singolare allorchè si passa da S al nuovo insieme singolare Se4 ](x , y): a(x , y)1
e40(, ottenuto perturbando a con un opportuno NeND0 (cosiddetto rumore se-
condo Andronov). Ci si è limitati per semplicità al caso in cui a(x , y) è un polino-
mio di grado G2 [5]. Due tipi di stabilità sono stati studiati: la stabilità topologi-
ca quando il tipo di curva non cambia nel passaggio da S a Se e la stabilità degli
estremi locali (LE-stabilità) quando la relativa disposizione degli estremi locali
su Se coincide con quella su S [ovvero a massimi (minimi) corrispondono massimi
(minimi)]. Si è visto che il comportamento di x(y) su S è sensibile nel passaggio da
S a Se , specialmente nel caso delle curve degeneri, come segue dal seguente
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TEOREMA 2. – 1) Ogni retta diversa da y40 è stabile in ambo i sensi. y40 è
solo topologicalmente stabile.

2) Ogni retta doppia è topologicalmente instabile. Inoltre è LE instabile
tranne nel caso della retta doppia (x2b)2 40.

3) Due rette parallele sono sempre stabili topologicalmente. Sono inoltre
LE-stabili tranne quando una delle due coincide con y40.

4) Due rette intersecantisi sono topologicamente instabili. Se una delle due
coincide con y40 o con x40, si ha LE-instabilità.

Si è inoltre provato che la stabilità o meno dipende non solo da a(x , y) ma dal
segno di e e dalla disposizione della curva sul piano. La LE-stabilità è stata stu-
diata localmente in alcuni esempi nel caso di a(x , y) �C 3 (tale che si possa ap-
prossimare localmente con un polinomio di ordine G2). Tali esempi danno la spe-
ranza di ridurre il problema della stabilità allo studio locale [5].

3. – Applicazioni.

l Sostituendo la Lagrangiana classica invariante rispetto al gruppo di Gali-
lei con quella postgalileiana (invariante rispetto al gruppo di Poincaré e singolare
su particolari sottovarietà), si ottengono le equazioni singolari di Euler-Lagran-
ge. Di conseguenza è stata esaminata la dinamica del sistema di particelle quando
la traiettoria raggiunge l’insieme singolare S (ove l’Hessiano degenera). Il cosid-
detto raggio elettronico può essere interpretato come il minimo locale della di-
stanza r(v), v� R6 , tra le particelle che raggiungono S ; v è la velocità dello spazio
delle fasi. Un diverso comportamento si può rilevare nel caso della coppia elettro-
ne-elettrone e elettrone-positrone [1].

l L’irreversibilità del moto classico per le molecole di un gas raro soddisfa-
cente la relazione sperimentale NF(r)8 NcNF(r)rN (F è il potenziale classico) se-
gue dalla perdita di unicità delle traiettorie sull’insieme singolare. Di conseguen-
za, la distribuzione delle velocità delle molecole con probabilità 1 tende alla legge
normale ce 2av 2

, v� R3n , e il tempo di rilassamento coincide con il tempo medio
tra due urti successivi [2].
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