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Problemi di trasmissione
per sistemi parabolici nonlineari di tipo Phase-Field.

GIULIO SCHIMPERNA

1. — Il modello di phase-field.

I1 modello o, meglio, i modelli di phase-field si propongono di descrivere in
termini matematici alcuni fenomeni particolarmente complessi che intervengono
nei processi termodinamici di fusione-solidificazione di vari tipi di sostanze. Stori-
camente, lo studio di tali processi ha avuto inizio alla fine del XIX secolo grazie al-
l'opera del fisico austriaco Josef Stefan, il quale, sulla base di osservazioni dirette
del comportamento dei ghiacei polari, introdusse il famoso problema legato all’e-
voluzione nel tempo di una miscela acqua-ghiaccio. Una formulazione matematica
del problema di Stefan puo essere ottenuta considerando due equazioni di tipo
calore sulle fasi pure, pili una condizione sull’interfaccia incognita che esprime lo
scambio di energia tra le fasi tramite la liberazione di calore latente.

I primi approcei al problema tramite tecniche di analisi matematica moderna ri-
salgono cirea al 1960, ma ¢ solo dagli anni '70, a seguito dei lavori di Damlamian [2],
Friedman, ed altri, che questo tipo di modelli & diventato molto popolare all'interno
della comunita scientifica. Tra i motivi di questo «boom», che dura a tutt'oggi, vi e
l'introduzione di una forma debole del problema che fa scomparire la condizione
esplicita all'interfaccia, sostituendola con una relazione intrinseca (un’inclusione le-
gata ad un grafico massimale monotono) e consente uno studio del modello con tec-
niche variazionali. In quest’ottica, inoltre, sono state introdotte svariate generaliz-
zazioni del problema originario e, tra queste, i modelli di phase field.

Tali modelli, introdotti in [1], presentano una diffusione spazio-temporale di
tipo parabolico per il parametro di fase y, il quale indica precisamente la propor-
zione tra gli stati della sostanza. In questo modo, si riescono a descrivere diversi
fenomeni termodinamici complessi quali il superraffreddamento, la tensione su-
perficiale dello stato fluido o, anche, la presenza di un’interfaccia di spessore non
nullo tra le due fasi. Denotando con 6 la temperatura del materiale, il relativo si-
stema di PDE puo essere scritto come segue:

1 00+ Ay — div (kVO) =f,

2) wy s — div(vVy) + aly) —cy = A10.

Qui o ¢ il calore specifico per unita di volume, 2 il calore latente di fusione, & il ten-
sore di conducibilita termica, f la sorgente di calore, u# e v i parametri di rilassa-
mento della variabile di fase e a(y) — cx la derivata di un potenziale termodinami-
co di doppio pozzo, che, con varianti diverse, & caratteristico del modello. Piu in
dettaglio, il grafico massimale monotono a ne indica la parte non decrescente,
mentre il termine —cy é il resto. Le equazioni (1-2) costituiscono un sistema para-
bolico del secondo ordine e vanno naturalmente accoppiate ad opportune condi-
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zioni iniziali ed al contorno; in base a considerazioni fisiche, queste ultime sono da
assumersi di tipo Neumann omogeneo per la variabile y.

2. — L’approccio astratto.

Oggetto della mia tesi & lo studio di alcuni problemi matematici relativi al mo-
dello di phase field sopra descritto. Il primo obiettivo e trattare una generalizza-
zione del sistema (1-2), che viene reimpostato ed affrontato in un quadro variazio-
nale astratto. In questo modo, si vuole dare un risultato di esistenza sufficiente-
mente generale, che possa essere applicato al maggior numero possibile di pro-
blemi concreti. Il teorema astratto & il seguente:

TEOREMA 1. — Siano H, V spazi di Hilbert, tali che Vcc H. Identifichiamo H ed
H', in modo tale che valgano le inclusioni VcHcV'. Supponiamo inoltre:

3) a, g, Co, Cy, Cs, 0, u>0 costanti assegnate,

4) P,L,M,Ae F(H), A,Be Z(V, V') operatori simmetrici,
B)  feL*0,T; V'),

6)  (Ph, hyy=olklE, — (Mh, h)y=m|hly per ogni heH,

M v{Av, vy, v(Bv, v)y=2a|plly — Aol per ogni veV,

®) y:V—H, operatore nonlineare demicontinuo e tale che
@ vt H<C+ Gl per ogni veV,

10)  (y(w) — y(), w—v)yg = —Cyllw — v — alw — v/} per ogni v, weV.

Sta J:V—[0, + o] convessa, s.c.i. e propria. Detto 9y v J(v) il suo sottodifferen-
ztale mella dualita (V, V'), supponiamo che 0€D(9y v J) e 0€dy, 1 J(0). Siano
infine 6y H e yoeD(J). Esiste allora una terna di funzioni (8, y, w), tali che

11) 6eL2(0, T; V)NC°(0, T}, H), POcH (0, T;V')nC(0, TI; H),
12) yeL>(0,T; V)NHY0, T; H), weL2(0,T; V"),

13) (PO) + Ay +AO=f in V' x (0, T),

(14) My’ +By+ 0y v J(x) +y()3LO in V' x (0, T),

(15)  6(0) =6y, x(0)=xo.

Da un punto di vista matematico, la novita principale di questo risultato consiste
nell’ambientazione rilassata del problema (ed in particolare dell'inclusione differen-
ziale (14)) nella dualita (V, V'). Cio permette di risolvere il sistema di phase-field
sotto condizioni molto deboli sui dati. La dimostrazione del Teorema 1 si basa su tec-
niche di discretizzazione in tempo, sulla derivazione di stime a priori che consentano
di vincere i termini nonlineari e su metodi di compattezza. Nella tesi si provano an-
che dei risultati di regolarita per il sistema (13-15), che non riportiamo.
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3. — Il problema di trasmissione.

La principale applicazione del Teorema 1 e rivolta ad una particolare situazione
fisica, in cui due materiali diversi, ma soggetti entrambi al modello di phase-field, so-
no situati all'interno delle regioni adiacenti 2 e £, e possono trasmettersi il calore
(e il parametro di fase) attraverso la superficie I" che li divide. Una formulazione
analitica di questo problema puo essere ottenuta considerando ancora il sistema (1-
2), ove pero i coefficienti vengano supposti discontinui rispetto a I'. Questa ipotesi
naturale comporta un certo numero di difficolta matematiche, che, tra laltro, co-
stringono a cercare una soluzione in forma piti debole; di qui I'utilita del Teorema 1,
che viene applicato con le scelte di V=H'(Q), H=L*(Q), ove =2, UTU Q,.

Tuttavia, da un punto di vista fisico, la soluzione cosi ottenuta non puo essere
considerata soddisfacente sul piano della regolaritad. Si vorrebbero infatti inter-
pretare almeno in senso puntuale le equazioni del modello e, in particolare, I'in-
clusione collegata al grafico multivoco a, o, meglio, ai diversi a; e a, riferiti alle
due sostanze. Per ottenere questo tipo di regolarita, si devono aggiungere oppor-
tune condizioni «di compatibilita» [3] (a; ed as «non troppo diversi»), ovvero «di
crescita» (a; ed a, «di andamento controllato all’infinito»), che coprono comun-
que i casi piu rilevanti per le applicazioni termodinamiche.

4. — Limiti singolari del modello.

Riferendosi per semplicita al sistema «concreto» (1-2), & stato osservato che, fa-
cendo variare opportunamente i parametri fisici in (2), il modello tende formalmente
a certe situazioni termodinamiche piti semplici. Nell'ultima parte della dissertazione,
presento dunque un’analisi dettagliata dei modelli che possono essere ottenuti come
limati singolart del phase-field e delle relative questioni di convergenza. Tale analisi
si dimostra particolarmente interessante nel caso del problema di trasmissione, os-
sia quando viene mantenuto fisso il comportamento della sostanza situata in 2,
mentre lo studio asintotico riguarda il solo dominio £,. Da un punto di vista mate-
matico, questo comporta diverse difficolta, non solo di natura tecnica, connesse spe-
cialmente con la variazione delle condizioni sull'interfaccia I

Mi limito qui a presentare con qualche dettaglio il caso in cui le equazioni in Q,
tendono al modello originario di Stefan. Nel risultato che segue, e che enuncio solo a
grandi linee (vedi [4] per la trattazione completa), denoto con I'indice 7 i parametri e
le soluzioni del problema approssimante ed il limite é inteso per n— . Sempre a li-
vello di notazione, gli indici 1 e 2 indicano le restrizioni ai domini 2, e 25, e le fun-
zioni j; ,, ©=1, 2, sono le primitive di «; , tali che j; ,(0) =0.

TEOREMA 2. — Supponiamo che
(16) /’tZ,n’ V2,n5 02,71,’ C2,n//u2,n_)0 per n— x,

A7) ay ., as, Lipschitziani per ogni neN,

(18) lim L, vt =0, ove L,& la costante di Lipschitz di o, ,,

19) llim inf =m>0 per ogni neN,
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(20) la successione j; ,(r) & mondecrescente in m per ogni reR, 1=1, 2,
@D u¥x2.0.—0 e v¥: Vs 0.,—0 fortemente in L*(Q,),

(22)  x1,0.n—X0,1 fortemente in H'(Q,), per qualche (dato) y,,eH'(2),

(23) fji,n(xiyo,n)dmsC, C>0 assegnata, per i=1,2 e per ogni neN.
Q;

Esiste allora una coppia di funzioni (6, x), che soddisfano il sistema
(24) (00 + Ay); — div(kVO) =f in senso variazionale,

25) A0ieu(x1)i—vidy1+ai(x1) —ciy1 per qo. (x,t) e, x(0,T),
(26) Ao05(x) eas(ya(x)) per qo. (x,t)e,%x (0, 7T),

@0 x1(0)=yx0,1 m 24, 6(0)=6, n 2,

28) Ohx1=0 su 92, per qo. te(0,T).
Inoltre, (6,, x,) convergono a (6, y) in opportuni spazi funzionali.

La difficoltd principale incontrata nella dimostrazione di questo risultato e
connessa ancora una volta a questioni di regolarita; infatti, nel caso fisico, i grafici
limite a; ed a; non soddisfano le ipotesi aggiuntive richieste per la risolubilita in
senso puntuale del problema di trasmissione. Tuttavia, la diversa condizione (28)
su I" presente nel problema limite permette di ottenere comunque la regolarita
desiderata, anche sotto le piti generali condizioni su o, ed a,. Nello studio asinto-
tico, bisogna pero bilanciare la velocita di crescita di a5, ,, che puo divergere, e il
blow-out del parametro v, ,,, e questo spiega I'ipotesi (18). Inoltre, in quest’ottica,
si rende necessaria una riscrittura del sistema approssimante in termini di opera-
tori monotoni astratti. Il problema di convergenza cosi reimpostato viene quindi
affrontato e risolto grazie all’'uso di tecniche di Gamma-convergenza e di metodi
di interpolazione finalizzati al controllo di certi termini superficiali su I
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