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Alcuni aspetti della teoria reticolare dei gruppi infiniti.

CARMELA MUSELLA

1. — Modularita.

Sia & un reticolo. Un elemento a di ¥ si dice modulare se verifica le seguenti
proprieta:

e 2V (aAz)=(xVa) Az, qualunque siano gli elementi x, z di ¥ tali che
r<z.

® oV (yNAz)=(aVy) Az, qualunque siano gli elementi y, z di & tali che
a<z.

11 reticolo ¥ si dice modulare se tutti i suoi elementi sono modulari.

I gruppi abeliani e i cosiddetti gruppi di Tarski (gruppi infiniti in cui ogni sot-
togruppo proprio e non identico ha ordine primo) sono esempi di gruppi il cui reti-
colo dei sottogruppi € modulare. La struttura dei gruppi con il reticolo dei sotto-
gruppi modulare & ben nota (cfr. [6], Chapter 2). In particolare, Iwasawa ha pro-
vato che un gruppo senza torsione con questa proprieta & abeliano, e Zappa ha di-
mostrato che in gruppo G tale che ¥(G) sia modulare l'insieme degli elementi pe-
riodici & un sottogruppo.

Se G & un gruppo policiclico, molte proprieta possono essere dedotte per G dal
comportamento delle sue immagini omomorfe finite. Il primo teorema di questo
tipo fu ottenuto da Hirsch, che provo che un gruppo policiclico non nilpotente de-
ve avere un'immagine omomorfa finita non nilpotente. Un risultato corrisponden-
te per la supersolubilta fu poi provato da Baer. Piui recentemente, Lennox e Wil-
son hanno dimostrato che un sottogruppo H di un gruppo policiclico G & quasi-
normale (cioé HK = KH per ogni sottogruppo K di G) se e solo se H” & quasinor-
male in G ¢ per ogni immagine omomorfa finita G’ di G. E ben noto che un sotto-
gruppo H di un gruppo G & quasinormale in G se e solo se & un sottogruppo ascen-
dente ed & anche un elemento modulare del reticolo ¥(G) (cfr. [6], Theorem
6.2.10). Dunque i gruppi il cui reticolo dei sottogruppi ¢ modulare possono essere
considerati come una naturale generalizzazione dei gruppi in cui ogni sottogrup-
po & quasinormale. Il prossimo risultato mostra che in un gruppo policiclico la mo-
dularita puo essere controllata esaminando i reticoli delle immagini omomorfe fi-
nite. Si noti che nell’enunciato si puo equivalentemente supporre che il gruppo G
sia un’estensione finita di un gruppo policiclico, poiche i gruppi finiti con il retico-
lo dei sottogruppi modulare sono risolubili (cfr. [6], Theorem 2.4.4.).

TEOREMA 1.1 ([5]). — Sia G un gruppo policiclico. Se il reticolo dei sottogrup-
pi di ogni immagine omomorfo finita di G é modulare, allora (G) é
modulare.
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2. — Isomorfismi reticolari.

Siano G e G gruppi. Un isomorfismo tra i reticoli &(G) e &(G) prende il nome di
proiettivita da G su G. Ogni isomorfismo di gruppi induce in maniera naturale
una proiettivitd, mentre esistono gruppi reticolarmente isomorfi che non sono iso-
morfi. Una classe di esempi di questo tipo si ottiene esaminando i P-gruppi. Un
gruppo G si dice un P-gruppo se é prodotto semidiretto di un gruppo abeliano A
di esponente primo e di un gruppo di ordine primo che induce su A un automorfi-
smo potenza non banale. Si vede facilmente che se A ha ordine p” (con p primo e
n > 0), allora esiste una proiettivita da G su un gruppo abeliano di ordine p™*?.
D’altra parte & stato provato da Yakovlev che ogni immagine proiettiva di un
gruppo risolubile & un gruppo risolubile, e cio & stato poi esteso da Busetto ai
gruppi iperabeliani; inoltre Zacher ha dimostrato che la classe dei gruppi iperci-
clici e invariante per proiettivitd. Da questi risultati segue che anche i gruppi poli-
ciclici e i gruppi supersolubili formano classi di gruppi invarianti per proiettivita.

Si dice che un gruppo G € un FC-gruppo se le classi di coniugio dei suoi ele-
menti sono finite, o equivalentemente, se per ogni elemento x di G il centralizzan-
te Cg(x) ha indice finito in G. La classe degli F'C-gruppi non é invariante per
proiettivita, poiche esistono gruppi che non hanno la proprietda FC ma sono retico-
larmente isomorfi a gruppi abeliani (per esempio, i P-gruppi infiniti). D’altra par-
te, alecune proprietd gruppali, connesse con gli F'C-gruppi e che generalizzano la
nilpotenza e la risolubilita, definiscono classi di gruppi invarianti per proiettivita.

Si dice che un gruppo G e F'C-risolubile se possiede una serie di lunghezza fi-
nita i cui fattori sono F'C-gruppi.

TEOREMA 2.1 ([1]). — La classe dei gruppi FC-risolubili ¢ invariante per
protettivita.

Sia G un gruppo. L’FC-centro F(G) di G é il sottogruppo costituito dagli ele-
menti che hanno solo un numero finito di coniugati in G. Allora un gruppo G & un
FC-gruppo se e solo se coincide con il suo F'C-centro. La serie FC-centrale supe-
riore {F,(G)}, del gruppo G & definita da

Fy(@) ={1}, F.:(G)/F,(G)=F(GIF./(G))

per ogni ordinale a e
F.(G) = U Fy(G)
B<a

se A & un ordinale limite. Il gruppo G & detto FC-ipercentrale se G = F,(G) per
qualche ordinale 7.

TEOREMA 2.2 ([1]). — La classe det gruppt FC-ipercentrali é invariante per
proiettivita.

Se ¢ : YG) —XG) & una proiettivitd, e N & un sottogruppo normale di G,
I'immagine N7 & un sottogruppo modulare di G (nel senso che N & un elemento
modulare del reticolo ¥(G)). Inoltre un noto teorema di Zacher e Rips (cfr. [6],
Theorem 6.1.7) afferma che se H € un sottogruppo di indice finito di G, allora H ¢
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ha indice finito in G. Si dice che un sottogruppo H di un gruppo G & permodulare
in G se H e modulare in G e verifica la seguente condizione

® Se g éun elemento di G e Y & un sottogruppo di G tale che H <Y < (H, g)
e l'intervallo [(H, ¢g)/Y] & finito, allora Y ha indice finito in (H, g).

Il teorema di Zacher e Rips assicura allora che 'immagine proiettiva di un sot-
togruppo permodulare & un sottogruppo permodulare. Il concetto di sottogruppo
permodulare, che fu introdotto da Zacher nel 1982, & stato fondamentale nella de-
terminazione di caratterizzazioni reticolari di molte classi di gruppi infiniti. Nello
studio reticolare della proprieta F'C e stato rilevante il seguente concetto. Dicia-
mo che un sottogruppo H di un gruppo G e almost permodulare in G se esiste un
sottogruppo K di indice finito in G contenente H tale che H sia permodulare in K.
La definizione di elemento almost permodulare puo essere data in un reticolo ar-
bitrario (cfr. [1]), e un reticolo i cui elementi ciclici sono almost permodulari e det-
to un FC-reticolo.

Sia X una classe di gruppi. Un gruppo G & detto iper-X se & dotato di una serie
ascendente di sottogruppi normali tale che ogni fattore della serie appartenga a
X. Il prossimo risultato fornisce una caratterizzazione reticolare della classe dei
gruppi iper-FC.

TEOREMA 2.3 ([1]). — Un gruppo G ¢ iper-F'C se e solo se esiste una catena
ascendente

{1} =Xo<X;<...<X,<X,1<..<X,=@G

di sottogruppt permodulart di G tale che per ogni numero ordinale a <t linter-
vallo [ X, +1/X,] ¢ un FC-reticolo.

Un sottogruppo H di un gruppo G si dice almost normal in G se il suo norma-
lizzante N (H) ha indice finito in G, cioe se H ha solo un numero finito di coniuga-
tiin G. L’insieme an(G) dei sottogruppi almost normal di un gruppo G & un sotto-
reticolo del reticolo (G), ed esso ovviamente contiene il sottoreticolo Ji(G) dei
sottogruppi normali di G. Il grande sviluppo della teoria delle proiettivita sugge-
risce di considerare gli isomorfismi ¢ : an(G) — an(G), investigando le conse-
guenze per il gruppo G dell'imposizione di alcune condizioni su G. Il principale ri-
sultato ottenuto e il seguente.

TEOREMA 2.4 ([2]). — Siano G un gruppo supersolubile e G un _gruppo FC-risolu-
bile, e sia ¢ : an(G) — an(G) un isomorfismo reticolare. Allora G & supersolubile.

Un noto teorema di Busetto e Schmidt afferma che se ¢ & una proiettivita da
un gruppo G su un gruppo G, e se N & un sottogruppo normale di G, allora le con-
troimmagini del nocciolo e della chiusura normale di N¢ in G sono sottogruppi
normali di G (cfr. [6], Theorem 6.5.6). Risultati di questo tipo sono stati ottenuti
anche per gli isomorfismi tra reticoli di sottogruppi almost normal. In particolare,
si e provato il seguente teorema.

TEOREMA 2.5 ([3]). — Sicmo_ G e G gruppi FC-risolubili, e sia ¢ un isomorfi-
smo tra 1 reticoli an(G) e an(G). Se N ¢ un sottogruppo normale di G tale che il
gruppo quoziente G/N ¢ policiclico-per-finito, e HY e K¢ sono rispettivamente la
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chiusura normale ed il nocciolo di N¥ in G, allora H e K sono sottogruppi nor-
mali di G.

Un sottogruppo H di un gruppo G si dice nearly normal in G se H ha indice fi-
nito nella sua chiusura normale in G. L’insieme nn(G) dei sottogruppi nearly nor-
mal di un gruppo G & un sottoreticolo del reticolo ¥(G).

In generale, se G & un gruppo arbitrario, i reticoli nn(G) e an(G) non sono con-
frontabili. Se G e G sono gruppi e ¢ : nn(G) —nn(G) & un isomorfismo, & naturale
affrontare il problema di stabilire quali proprieta gruppali di G vengano ereditate
da G. La maggior parte dei risultati ottenuti per gli isomorfismi tra reticoli di sot-
togruppi almost normal sono stati trasportati anche al caso degli isomorfismi tra
reticoli di sottogruppi nearly normal (cfr. [4]).
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