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Spazi di tipo Morrey ed applicazioni alle equazioni ellittiche.

PAOLA CAVALIERE

1 – Premesse.

L’elaborato si inserisce nel quadro della teoria delle equazioni differenziali li-
neari ellittiche del secondo ordine in forma di non divergenza a coefficienti di-
scontinui in domini non limitati di Rn e del problema di Dirichlet ad esse
associato.

L’intento è quello di verificare se possano essere individuate delle condizioni
opportune -in termini di discontinuità- da imporsi sui coefficienti di un operatore
differenziale lineare ellittico del secondo ordine
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con V aperto non limitato C 1, 1-uniformemente regolare di Rn, nF3, tali da assi-
curare che per ogni p�]1 , 1Q[ una soluzione u�W 2, p
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di Lu4 f, f�L q (V), con qFp e po � [1 , q], sia in W 2, q (V) e verifichi la
stima

VuVW 2, q (V) Gc(NLuNq , V1NuNpo , V ) .())

Per domini V o limitati ed operatori L ridotti alla sola parte principale, è stato
provato (cfr. [4, 5]) – estendendo un risultato miliare di C. Miranda – che il prece-
dente interrogativo ha risposta positiva nell’ipotesi che i coefficienti aij siano limi-
tati quasi ovunque in Rn ed inoltre appartengano allo spazio di Sarason delle fun-
zioni ad oscillazione media limitata tendente a zero al tendere a zero dell’ampiez-
za dei raggi delle sfere sulle quali l’oscillazione è calcolata, i.e. VMO(Rn ). L’ipote-
si VMO – è bene porlo in evidenza – garantisce, se non una continuità di tipo pun-
tuale, almeno una continuità integrale, che risulta cruciale per il buon esito delle
tecniche di analisi reale utilizzate. La veridicità del risultato permane inoltre, fer-
ma restando l’ipotesi sui coefficienti aij , anche per operatori L dotati di termini di
ordine inferiore verificanti opportune condizioni di sommabilità (cfr. [8]).

D’altro canto, è stato dimostrato (cfr. [1], [7]) che è possibile fornire una defi-
nizione di spazio di funzioni ad oscillazione media limitata su un sottoinsieme
aperto V arbitrario di Rn – e di qui di VMO(V) – compatibile con quella classica,
che si riduce ad essa per VfRn o V limitato.

Ciò non ha valenza meramente teorica, rivelandosi anzi di interesse applicati-
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vo notevole; infatti, una volta ipotizzato che
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si è abilitati a far uso dei risultati di F. Chiarenza, M. Frasca e P. Longo ([4, 5])
ogni qual volta si localizzi adeguatamente l’indagine.

Assumendo (1), rimangono, allora, da determinare le “condizioni opportune"
da imporsi sui coefficienti dei termini di ordine inferiore dell’operatore L che con-
sentano di ottenere la stima desiderata. Ciò si traduce nella necessità di analizza-
re l’operatore di moltiplicazione definito nello spazio di Sobolev W k , q (V), per k4
1 e 2, al fine di individuare quale sia lo spazio ambiente opportuno di appartenen-
za del fattore moltiplicativo g (che evidentemente dipenderà, oltre che da q, anche
da k) che assicuri che il suddetto operatore, p g, assuma valori in L q (V) e sia
limitato.

Stimolata dalla generalizzazione di un risultato di immersione di C. Feffer-
man dovuta a F. Chiarenza e M. Frasca (cfr. [3]), l’analisi si orienta verso una di-
samina approfondita degli spazi di tipo Morrey M r , l (V), introdotti in [6] (coinci-
denti esattamente con gli spazi di Morrey L r , l (V) se V è limitato – il che dà ra-
gione della loro denominazione - e più ampi degli L r , l se V4Rn), e dell’operatore
di moltiplicazione p g , con fattore moltiplicativo g scelto appunto in siffatti
spazi.

Ciò si rivela fruttuoso, consentendo in particolare di stabilire il voluto risulta-
to di regolarizzazione.

Il tecnicismo dei risultati relativi all’operatore di moltiplicazione osta al loro
richiamo in questa sede, ove ci si limita, una volta fornita la definizione degli spazi
di tipo Morrey, ad esporre il citato risultato di regolarizzazione (Lemma 3.1) e,
successivamente, un risultato di unicità (cfr. [2]) per il problema di Dirichlet
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con L definito in (̃ ), di cui il lemma è uno strumento dimostrativo essenzia-
le.

2. – Spazi di tipo Morrey M r , l (V).

Nella presente sezione si conviene che V sia un arbitrario sottoinsieme aperto
di Rn, nF1.

DEFINIZIONE 2.1. – Assegnati r� [1 , 1Q[ e lF0, si dice che una funzione g,
definita in V, appartiene all’insieme di tipo Morrey M r , l (V) se g�L r

loc (V) e
se

VgVM r , l (V) »4 sup
x�V

r�]0 , 1 ]

r2l/r NgNr , V(x , r) E1Q .

Si riscontra
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PROPOSIZIONE 1. – Se r� [1 , 1Q[ e lF0, allora

(i) (M r , l (V), V QVM r , l (V) ) è uno spazio di Banach,

(ii) lDn ¨ M r , l (V) 4 ]0(,

(iii) M r , n (V) %K
J& L Q (V),

(iv) se rGs e l2n

r
G

n2n

s
, allora M s , n (V) %KM r , l (V).

Inoltre, L Q (V) è un sottospazio vettoriale di M r , l (V), ivi non chiuso.

3. – Risultati principali.

Se V è un aperto non limitato C 1, 1-uniformemente regolare di Rn, nF3, e L è
l’operatore definito in (̃ ) si prova

LEMMA 1. – Nell’ipotesi (1), se

ai � L Q (V)M r1, l 1 (V) , i41, R , n , e a� L Q (V)M r2, l 2 (V) ,(2)

e p , q�]1 , 1Q[, con

rk FqDp , l k � [0 , n[O]n2krk , 1Q[, k41, 2 ,(A)

allora una soluzione “u" del problema
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con po � [1 , q], appartiene a W 2, q (V) ed inoltre verifica la stima ()).

La dimostrazione del precedente risultato si fonda sulla sinergia di adeguate
localizzazioni dell’indagine con gli esiti della ricerca svolta sull’operatore di molti-
plicazione con fattore moltiplicativo in spazi di tipo Morrey; tale ricerca rivela da
un lato la necessità dell’ipotesi (2) per ottenere la compattezza del suddetto ope-
ratore, dall’altro l’esistenza di un parametro t che – parlando in termini atecnici –
consente di colmare, in un numero ben determinato di volte, il “gap" tra p e q, in
modo tale da consentire un processo di iterazione nel quale ad ogni passo venga
preservata la limitatezza dell’operatore L.

Il Lemma 3.1, unitamente al seguente, consentono di provare il teorema di
unicità preannunciato.

LEMMA 3.2. – Nell’ipotesi (1), se

(3) ai �L r
loc (V) con rDn se pGn , r4p se pDn , i41, R , n ,

(4)
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una soluzione del problema di Dirichlet
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è nulla in V.

Il punto focale della dimostrazione del lemma testé enunciato risiede nel-
l’evidenziare che, “per ogni pD1, una soluzione u di Lu40 q.o. in V, u�
W 2, p

loc (V)OW
i

1, p
loc (V), è in C(V)". Ciò è conseguenza di noti risultati di immersio-

ne per spazi di Sobolev per pD
n

2
, ovvero, per pG

n

2
, di un risultato di regola-

rizzazione locale in spazi di tipo Morrey, il quale – va sottolineato – estende un
risultato di regolarizzazione su domini limitati presente in [8], consentendo di
preservare l’asserto pur ampliando la famiglia degli spazi funzionali ambiente
dei coefficienti di ordine inferiore dell’operatore L.

TEOREMA 1. – Nelle ipotesi (1), (3) e (4), con ai � L Q (V)M r , 0 (V) , i41, R , n , e
a� L Q (V)M s , 0 (V) quando pGn , una soluzione del problema di Dirichlet (Do ) è
nulla in V.
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