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Temi geometrici e di teoria della dimostrazione
nelle logiche proposizionali di Lukasiewicz.

STEFANO AGUZZOLI

Negli anni compresi tra il 1920 e il 1930 Lukasiewicz e Post furono i primi a in-
trodurre le logiche polivalenti come generalizzazioni della logica classica. L’inte-
resse giaceva nella possibilitd di estendere il classico insieme {Falso, Vero} di
valori di veritd tramite nuovi valori intermedi. In quest’ottica si & consolidata la
convenzione di ammettere come insieme dei valori di verita un sottoinsieme del-
l'intervallo reale unitario [0, 1] comprendente 0 e 1, rappresentanti rispettiva-
mente i gradi di verita Completamente Falso e Completamente Vero. Negli ultimi
decenni le logiche polivalenti sono state oggetto di un nuovo interesse suscitato
dalle loro possibili applicazioni in svariate aree come la costruzione di Codici Cor-
rettori e le tecnologie basate sulla Fuzzy Logic. Nello studio dei fondamenti logi-
co-matematici della fuzzyness tre sistemi proposizionali infinitovalenti si sono
imposti come fondamentali [6]: la logica di Gddel, la logica Prodotto, la logica di
Lukasiewicz.

DEFINIZIONE 1. — Le tre logiche suddette sono definite dalle sequenti scelte di
connettivi, intesi come funzioni da [0, 11" a [0, 1], per n=1, 2:
Logica di Gédel:

congiunzione: x /\y =min(x, ¥);
mmplicazione: x—gy=1se x<y e x—¢y =y altrimenti;
negazione: x = x—¢0.

Logica Prodotto:
congiunzione: x-y = xy, 1l prodotto di numeri reali;
mmplicazione: x—py =1 se x <y e x—py = y/x altriments;
negazione: x =x—>p0 =x—40.

Logica di Fukasiewicz:
congiunzione: x Oy =max (0, x +y —1);
implicazione: x—y =min (1, 1 —x + y);

negazione: ~x=x—0=1—2.
L’insieme det valori di verita di queste logiche ¢ Uintervallo reale [0, 1] Una
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SJormula @ ¢ una tautologia della logica se e solo se v(¢) =1 per tutti gli assegna-
menti v, dove un assegnamento ¢ un’arbitraria funzione dallinsieme V =
{X1, Xs, ..., Xi, ...} delle variabili proposizionali a [0, 11, naturalmente estesa
allinsieme delle formule della logica.

Sebbene in letteratura la logica di Y.ukasiewicz risulti essere la pitt ampiamen-
te studiata fra le tre logiche principali della fuzzyness, tuttora non ne esiste una
consolidata e soddisfacente teoria della dimostazione, nemmeno a livello proposi-
zionale, né esistono metodi efficienti di deduzione automatica. Allo scopo di deri-
vare strumenti e concetti da impiegare nello sviluppo della teoria della dimostra-
zione, il lavoro di tesi si & concentrato sullo studio della classe di funzioni associa-
ta naturalmente alle formule della logica proposizionale di Y.ukasiewicz X..,. Tale
classe di funzioni e stata caratterizzata da McNaughton [7].

Dato un intero 7 >0, sia P(n) linsieme di tutte le funzioni continue
9:[0,1]"—[0,1] per le quali esistono py, ..., Py funzioni del tipo

pi(xy, ..., ) =a; 12+ ...t ,%, +b;, cona; q, ..., q,, b interi, tali che per
ogni (x,...,%,) e[0,1]" esiste un indice je{l,...,m(g)} per cui
glxy, ..., x,) =pj(901, ..., &,). Per ogni punto x = («, ..., «,) € [0, 1]" si fissi un

assegnamento v, che soddisfi v.(X;) =x; per ogni variabile proposizionale
Xi, ..., X,,. Sia F(n) I'insieme di tutte le funzioni f :[0, 1]*—[0, 1] per le quali
esiste una formula ¢ di L., nelle variabili {Xj, ..., X, } tale che per ogni punto
X = (¥, ...x,) € [0, 1]" vale f(xy, ..., x,) = v(@,). Il Teorema di caratterizzazio-
ne di McNaughton stabilisce che:

TEOREMA 1. — Per ogni intero n >0, P(n) = F(n).

La dimostrazione originale del Teorema 1 usa un argomento non costruttivo
per mostrare l'inclusione P(n)c F(n). La prima prova costruttiva del Teorema,
data da Mundici, ha portato alla luce la profonda relazione esistente tra la costru-
zione di un certo tipo di forme normali per L., e la teoria della desingolarizzazio-
ne di varieta toriche. Nel secondo capitolo della tesi si approfondisce questo argo-
mento ottenendo risultati parzialmente pubblicati in [5]. In particolare si sono
sviluppati algoritmi per la costruzione di desingolarizzazioni ottimali per varieta
associate a fan bi- e tri-dimensionali.

Nel terzo capitolo, il lavoro si concentra sull'individuazione e caratterizzazione
di particolari sottoclassi di funzioni di McNaughton utili per lo sviluppo di metodi
di deduzione automatica su frammenti di X... In particolare, in [9] si introduce un
metodo basato su una generalizzazione del principio di Risoluzione basato sulla
seguente nozione di Letterale:

DEFINIZIONE 3. — Un letterale positivo ¢ una funzione di McNaughton in
una, variabile non decrescente e non costante.

Nella tesi si prova che
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TEOREMA 2. — La classe dei letterali positivi é la classe di funzioni associate
a formule di X.,, in una variabile e costruite solo con i connettivi © , @: dove
r@Py=—(-xO® —~y)=min(1, x + y).

Si espone anche un algoritmo [1] per la costruzione di una formula associata a
un dato letterale positivo che & polinomiale nella massima pendenza del letterale
stesso.

L’analisi di particolari sottoclassi di funzioni di McNaughton porta all’indivi-
duazione di un’ulteriore classe B di formule in una variabile tali che [2]:

TEOREMA 3. — Per ogni coppia di interi 0 < h < n esiste una formula ¢(X) e
B tale che v(p) = 0 per ogni assegnamento per il quale v(X) < h/n, e v(p) =1 per
ogni assegnamento tale che v(X) = (h + 1)/n. La formula ¢ conta meno di 4n oc-
correnze della variabile ed ¢ costruibile in tempo polinomiale rispetto a n.

Nel quarto capitolo ci si concentra sulle logiche di Y.ukasiewicz a n + 1 valori
(L,), definite limitando l'insieme dei valori di verita a S, = {0, 1/n, ...,(n —
1)/n, 1} e restringendo il range dei connettivi opportunamente. Si mostra come
tradurre una formula di X, in una forma normale definita come combinazione inf-
sup di formule in B. Tale algoritmo di trasformazione & formulato come un calcolo
a sequenti [3] denominato SC,. I sequenti di SC, sono della forma I'; +
Aqy... |, =4, per I';, A; insiemi finiti di formule. Le regole del calcolo posso-
no essere formulate uniformemente al variare di #.

TEOREMA 4. — Per ogni intero n > 0, e per ogni coppia di insiemi finiti di for-
mule I, 4 di L, il calcolo SC,, prova I'=A|F |...| F se e solo se I'=, A: vale a
dire, se e solo se ogni assegnamento che rende vere in Y., tutte le formule di I’
rende vera n Y., almeno una formula di A.

Questo risultato di completezza & usato, insieme all’analisi geometrica condot-
ta nel quinto capitolo, per la definizione di un caleolo a sequenti analitico per la lo-
gica infinitovalente di Y.ukasiewicz X.,,. Le regole di tale calcolo comportano uni-
camente la manipolazione sintattica di formule, e questo & in netto contrasto con
tutti gli altri caleoli proposti per L., che si basano su computazioni di carattere
geometrico quali la risoluzione di vincoli lineari o 'ammissibilita di soluzioni per
problemi di programmazione intera mista. L’analisi geometrica proposta [4] viene
a raffinare un precedente risultato di Mundici [8]:

TEOREMA 5. — Data una formula ¢ di X.,, in n variabili, esiste un assegna-
mento v per cur v(p) >0 se e solo se esiste x= (h/k, ..., h,/k) e [0, 11", con
Ry, ..., hy, k interi, tali che v (@) >0 e k < 22#9" dove #¢ denota il numero to-
tale di occorrenze di variabili in ¢.
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Il risultato provato nella tesi abbassa questo confine a k< (#¢/n)". Inol-
tre:

TEOREMA 6. — Una formula ¢ € una tautologia di Y., se e solo se € una tauto-
logia di Xig#s.

La riduzione della decisione della validitd di una formula nella logica infinito-
valente X, alla validitad della stessa formula in una logica a finiti valori determi-
nata unicamente dal numero totale di occorrenze di variabili nella formula in esa-
me, permette lo sviluppo di un calcolo a sequenti per %, , denotato SC, . I Se-
quenti di SC., sono della forma (X): I'y =44|...|",, - 4,,, dove X & un multiin-
sieme finito di formule, I";, 4; sono insiemi finiti di formule, e il numero m di posti
nel sequente & determinato da apposite regole del calcolo. Tutte le regole del cal-
colo agiscono unicamente a livello della manipolazione sintattica delle formule.

TEOREMA 7. — Dati due insiems finitt di formule I' e A, il calcolo SC., prova il
sequente (ANI', NVA): ' A se e solo se I'=, A.
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