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Problemi di scavalcamento per disequazioni variazionali
ellittiche di tipo semilineare e quasilineare.

ALESSANDRO GROLI

La tesi verte sullo studio della esistenza e molteplicita di soluzioni per dise-
quazioni variazionali allorché fra l'ostacolo ed il comportamento a + o della no-
nlinearita si realizza una situazione di tipo «jumping».

Nel caso semilineare e senza ostacolo in cui il «jumping» riguarda il comporta-
mento della nonlinearita da — o« a + o e coinvolge il primo autovalore, si tratta
di un problema molto studiato che prende le mosse da un ormai classico lavoro di
Ambrosetti e Prodi [1] e si sviluppa fino ai giorni nostri passando per il contributo
di molti autori. In particolare negli anni '80 si sono avuti dei miglioramenti signifi-
cativi con i lavori di Hofer e Solimini che hanno dimostrato degli ulteriori risultati
di molteplicita con tecniche del grado e/o teoria di Morse.

Lo scopo principale & quello di riottenere e migliorare tali risultati di moltepli-
cita, allorché da una equazione si passa ad una disequazione variazionale. L’aspet-
to piu significativo e che in tale nuovo contesto le tecniche di teoria del grado o di
teoria di Morse sembrano difficilmente adattabili. In effetti 'approccio seguito &
assai diverso e si rifa piuttosto ad una tecnica recentemente introdotta da Marino
e Saccon per studiare soprattutto il «jumping» per equazioni allorché vengono
«saltati» alcuni autovalori successivi al primo.

Nel primo capitolo, dedicato al caso semilineare, vengono presentati i risultati
ottenuti in collaborazione con i professori Antonio Marino e Claudio Saccon in [4].
Si tratta di studiare disequazioni variazionali semilineari della forma

f(DuD(v —u)—gx,w)v—u)+hv—u)de=0 Vovin K,
P) Q

uekK,,

dove 2 ¢cRY & un dominio limitato, g : 2 Xx R—R & una funzione di Carathéodo-
ry, ¥ : 2 —]— o, + ] una funzione misurabile (I'«ostacolo») e he L2(Q).
L’ipotesi che caratterizza il problema é la seguente:

x, s .
A )=a per q.0. x in 2.

(g, @) lim
s— + o S
Pill precisamente si vuole stimare il numero di soluzioni di (P) al variare del
parametro a.
Tutti i risultati noti mostrano che la risolubilita e la molteplicita delle
soluzioni del problema (P) dipendono dalla posizione che a occupa rispetto
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agli autovalori A; di —A in W} 2(2) (denotiamo con e; le autofunzioni cor-
rispondenti).

Appare naturale investigare le proprieta di (P) quando & = hy + te;, dove iy e
L%(Q), teR ed e; & la prima autofunzione (e; > 0).

Denotato con (P;) il problema (P) con h = hy + te;:

f(DuD(v —u)—g(xe, w)v—u)+ (hy+te)(v—u)de=0 VYvek,,
(Py) 42

uekK,,

in accordo con la natura asintotica dell'ipotesi (¢, a), si e studiato il problema (P;)
per t >>0. Il problema ha una natura variazionale ossia introdotto il funzionale f;
cosi definito

1
fitu) = — f|Du|2dx—fG(9c, u) dac+fu(h0+tel)dac uekK,,
2 o Q Q

dove G(x, s) = f g(x, o) do, le soluzioni di (P;) sono i punti «inferiormente criti-

0
ci» di f; sul vincolo K.
Sotto opportune ipotesi di crescita della nonlinearita ¢ si € ottenuto un primo
risultato.

TEOREMA 1.1. — Supponiamo che a > i, e che valga (g, a).
Allora esiste t in R tale che per ogni t=1 il problema (P,) ha almeno 4
soluzioni.

Questo teorema estende un risultato di Marino e Passaseo nel quale veniva di-
mostrata I'esistenza di almeno 4 soluzioni nel caso in cui la funzione g fosse linea-
re. La tecnica usata consisteva nel considerare un problema ausiliario vineolato.
Un tale approccio non sembra tuttavia applicabile in modo diretto quando la g non
e lineare. Per questo motivo & stata utilizzata una tecnica del tutto diversa recen-
temente introdotta da Marino e Saccon.

La presenza dell’ostacolo rende inoltre il funzionale poco regolare: per questo
& stato necessario utilizzare la teoria dell’analisi sottodifferenziale delle funzioni
¢-convesse sviluppata da De Giorgi, Marino, Degiovanni, Scolozzi e Tosques.

Il principale risultato del primo capitolo & il seguente:

TEOREMA 1.2. — Sia A, > A,.
Allora esiste o > 0 tale che per ogni a in 14, A, + o, se vale (g, a) esiste t in
R tale che per ogni t=t, il problema (P,) ha ameno 6 soluzioni.

Per ottenere i due risultati si sono utilizzati, come detto, alcuni teoremi varia-
zionali, chiamati da Marino e Saccon V-teoremi. Dapprima si e verificato che, nel
caso in cui ¢ sia lineare, vi sono le condizioni per poter applicare tali teoremi e
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quindi dedurre 'esistenza di almeno 4 e 6 soluzioni. Poi con un procedimento di
«riscalamento» si & verificato che tali condizioni permangono quando dal caso li-
neare si passa a quello generale per ¢t molto grande.

Nel secondo capitolo & stato considerato lo stesso tipo di problema per un ope-
ratore piul generale di tipo quasilineare, ossia

N 1 N
f{ > a;(x, w) D;yuD;(v —u) + E > Dgai(x, w) D;uD;ju(v — u)} dx
i, j=1 i,j=1

Q L=

FO N g, ww—wy de = (~tg1, v—u) Voek,
Q

\\ MEKQ,

dove t>0, 0 H}(Q), Ky={uecH}(Q2):u=0 qo.} e Ky={veKy:(v—u)e
L*(2)}.

Le funzioni a,; verficano certe ipotesi standard gia presenti in lavori preceden-

ti ([2, 3]). In particolare si suppone che

|s|1LHi w“ij(x’ s) = Ay(x)
e si denota con u; la successione degli autovalori dell’operatore — EDJ»(AijDiu)
con condizioni omogenee di Dirichlet e con ¢; la successione delle autofunzioni
(essendo la prima autofunzione ¢ ; > 0).

Quando 0 = — «, ossia non c’e¢ ostacolo e la disequazione variazionale diventa
una equazione, il problema e stato studiato da A. Canino in [2]. In tale lavoro 'esi-
stenza di almeno 2 soluzioni & provata per ¢ grandi, quando a > u ;.

Al contrario, non vi e in letteratura nessun risultato sul problema con ostacolo.
Supposto che la funzione g soddisfi certe ipotesi di crescita del tutto naturali, si
sono dimostrati i seguenti risultati:

TEOREMA 2.1. — Supponiamo a > u, e che valga (g, o).
Allora esiste teR tale che per ogni t=1t il problema (P,) ha almeno 2
soluzioni.

TEOREMA 2.2. — Supponiamo a > u, e che valga (g, a).
Allora esiste teR tale che per ogni t=1t il problema (P,) ha almeno 3
soluzioni.

Come nel caso semilineare il problema ha una struttura variazionale: per otte-
nere una soluzione u, & sufficiente trovare un punto critico del funzionale f;: K,—R
definito da

1 N
filu) = Ef a; (e, w) D;uD;udx — fG(x, u) dm+tf¢1udm
i J =1 Q Q

Q bI=

dove G(x, s) = f g(x, o) do. Tuttavia a causa delle ipotesi piti generali sulle funzio-
0
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ni a;; il funzionale f; non & di classe ©' né localmente lipschitziano né ¢-convesso
né di classe C(p, q). Percio é stata utilizzata una differente teoria di punti critici
sviluppata da Corvellec, Degiovanni e Marzocchi.

Un aspetto assai significativo e costituito dalla verifica dei fatti piu basilari, in
particolare la condizione di Palais-Smale. Infatti, nel caso delle equazioni quasili-
neari, la verifica di tale condizione richiede 1'uso di un certo numero di funzioni
test di tipo esponenziale (si veda, ad esempio, [2, 3]). Tali test non risultano essere
ammissibili nel caso delle disequazioni variazionali, per cui la tecnica dimostrativa
ha richiesto una revisione non banale.
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