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Problemi di risolubilità di operatori differenziali invarianti
sul gruppo di Heisenberg.

PRISCILLA GORELLI

1. – Introduzione.

Il gruppo di Heisenberg tridimensionale H1 è un gruppo di Lie, diffeomorfo a
R3, in cui il prodotto è definito da (x , y , t)(x 8 , y 8 , t 8 ) 4 (x1x 8 , y1y 8 , t1 t 81
2(x 8 y2xy 8 ) ).

Una base per la sua algebra di Lie h1 è costituita dai campi invarianti a
sinistra
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e le relazioni di commutazione sono [X , T] 4 [Y , T] 40, [X , Y] 424T. Il subla-
placiano è l’operatore invariante a sinistra su H1 definito da

L4
1

4
(X 2 1Y 2 ) .

Nella tesi diamo alcune tecniche che ci permettono di trovare soluzioni fonda-
mentali di operatori invarianti a sinistra su H1 del tipo

D4P(2iT , 2L) ,(1)

dove P è un polinomio in due variabili a coeffcienti complessi. L e T commutano
fra loro e generano l’algebra degli operatori differenziali su H1 che sono invarian-
ti rispetto alle traslazioni sinistre e alle rotazioni.

Il problema della risolubilità e dell’esistenza di soluzioni fondamentali per tali
operatori è stato già risolto nel caso in cui P abbia grado uno. In [4] e [2] si mostra
che l’operatore 2L1 iaT1c, a , c�C, ha una soluzione fondamentale a meno
che non si abbia c40 e a42m11, per qualche intero m. In questo caso esso non
è nemmeno localmente risolubile.

Formuliamo la seguente congettura: un operatore D del tipo (1) è localmente
risolubile se e solo se P(l , j) non è divisibile per j2(2m11) l, per qualche m�Z.
Nella tesi mostriamo che tale congettura è vera con certe restrizioni su P e, nel
caso in cui si ha risolubilità, riusciamo anche a costruire una soluzione fondamen-
tale di D. Poiché il gruppo di Heisenberg è P-convesso rispetto a tutti gli operato-
ri differenziali invarianti a sinistra (cfr. [1]), l’esistenza di una soluzione fonda-
mentale di D implica che D è globalmente risolubile.
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2. – Il ventaglio di Heisenberg.

Sia D lo spettro di Gelfand dell’algebra di Banach L 1
rad (H1 ) delle funzioni ra-

diali integrabili su H1 . Nel secondo capitolo della tesi si dimostra che la topologia
di Gelfand su D coincide con quella indotta dalla topologia euclidea di R2

sull’insieme

F4 ](l , NlN(2m11) ) �R2 : lc0, m�N(N ](0 , j) �R2 : jF0( ,

che è detto il ventaglio di Heisenberg.
Chiameremo il polinomio P(l , j) il simbolo di D4P(2iT , 2L). Osserviamo

che i simboli degli operatori non risolubili trovati da Folland e Stein sono esatta-
mente quei polinomi che si annullano identicamente sulle semirette oblique del
ventaglio. In effetti, c’è una stretta relazione tra la risolubilità di D e il modo in
cui la curva algebrica definita dal simbolo di D interseca F. Per studiare tutti gli
operatori del tipo (1), li raggruppiamo in classi, mettendo in una stessa classe
quegli operatori i cui simboli definiscono curve aventi lo stesso tipo di intersezioni
con F.

Valgono i seguenti fatti.

PROPOSIZIONE 1.

(a) Se P(l , j) si annulla identicamente su una semiretta obliqua di F, allo-
ra D non è localmente risolubile.

(b) Se P(l , j) si annulla identicamente sulla semiretta verticale di F, allora
D4T h D1 e D è localmente risolubile se e solo se lo è D1 .

Ci limiteremo quindi a esaminare quegli operatori i cui simboli definiscono
curve che intersecano ogni semiretta di F al più in un numero finito di punti.

3. – Costruzione di una soluzione fondamentale.

Usando la formula di inversione della trasformata di Fourier su H1 , troviamo
la seguente espressione formale per una soluzione fondamentale di D: per ogni
funzione di Schwartz g su H1 ,

aK , gb 4
1

(2p)2
s

H1

s
R

!
m40

1Q W 2l , m (v) g(v)

P(l , NlN(2m11) )
NlNdl dv(2)

4
1

(2p)2
s

R

!
m40

1Q g×(2l , m , m)

P(l , NlN(2m11) )
NlNdl ,

con

W l , m (x , y , t) 4e 2ilt e 2NlN(x 21y 2 ) L (0)
m (2NlN(x 2 1y 2 ) ) ,
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dove L (0)
m (x) è l’m-simo polinomio di Laguerre di indice a40, definito da

L (a)
m (x) 4 !

k40

m gm1a

m2k
h (2x)k

k!

g×(l , m , m) 4s
H1

W l , m (v) g(v) dv .

Modificando opportunamente l’espressione di K otteniamo una soluzione fonda-
mentale temperata di D nei seguenti tre casi.

Primo caso: il simbolo di D non si annulla su F. Abbiamo il seguente

TEOREMA 1. – Sia D4P(2iT , 2L) tale che P(l , j) non si annulla su F. Al-
lora una soluzione fondamentale di D è la distribuzione temperata (2).

Secondo caso: la curva P(l , j) 40 interseca solo un numero finito di semirette
oblique di F, fuori dall’origine. Per ottenere una soluzione fondamentale in questo
caso dobbiamo modificare (2) e per fare ciò abbiamo bisogno della seguente

DEFINIZIONE 2. – Data una funzione C Q , W(x), definiamo

Rh , a (W(x) ) 4W(x)2 !
j40

h21 W ( j) (a)

j!
(x2a) j.

Se g(x) è una funzione razionale con un polo di ordine h in a e I è un intervallo
contenente a , allora W O s

I

Rh , a (W) g(x) dx è una distribuzione ben definita.

TEOREMA 2. – Sia D4P(2iT , 2L) tale che P(l , NlN(2m11) ) 40 solo in un
numero finito di punti, (l j , h , Nl j , h N(2mj 11) ), j41, R , r , h41, R , rj , cia-
scuno giacente sulla curva j4NlN(2mj 11) e avente molteplicità m j , h . Suppo-
niamo inoltre che P(0 , j) c0 per ogni jF0.

Siano Ij , h intervalli centrati in l j , h tali che Ij , h OIj , h 84¯ se hch 8. Allora
una soluzione fondamentale di D è

aK , gb 4
1

(2p)2
g!

j41

r

aKmj
, gb1 !

m� ]m1 , R , mr(
aKm , gbh , g� S (H1 )

dove

aKm , gb 4s
R

g×(2l , m , m)NlNdl

P(l , NlN(2m11) )
if m� ]m1 , R , mr (

aKmj
, gb 4 s

NIj , h

Rm j , h , l j , h
(g×(2l , mj , mj ) )NlNdl

P(l , NlN(2mj 11) )

1 s
R0NIj , h

g×(2l , mj , mj )NlNdl

P(l , NlN(2mj 11) )
.

Nel terzo caso, supponiamo che P(l , j) si annulli nell’origine, quindi D4
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Dk (2iT , 2L)1Dk11 (2iT , 2L)1 Q Q Q1Dn (2iT , 2L), dove Dj è la parte omo-
genea di grado j di D. Troviamo una soluzione fondamentale di D solo se aggiun-
giamo l’ipotesi tecnica che il monomio L k in Dk (2iT , 2L) abbia coefficiente non
nullo.

TEOREMA 3. – Sia

P(l , j) 4ca j k 1 !
NaN4k , ac a

ca ja 1 la 2 1 !
NaNDk

ca ja 1 la 2 ,

ca�C , cac0, e supponiamo che P(l , j) si annulli su F solo nell’origine e in un
numero finito di punti, (l j , Nl jN(2mj 11) ), j41, R , r , con molteplicità m j . Sia
d una costante positiva sufficientemente piccola e siano Ij intervalli centrati in

l j tali che Ij Og2
d

2mj 11
, d

2mj 11
h4¯ e Ij OIj 84¯ se mj 4mj 8. Poniamo

Bm 4R0kg2
d

2mj 11
, d

2mj 11
hN 0

m4mj
Ijl.

Allora una soluzione fondamentale di D è la distribuzione

aK , gb 4
1

(2p)2
!

m40

1Q{ s
Bm

g×(2l , m , m)NlNdl

P(l , NlN(2m11) )

1 s
NlNE

d

2m11

Rk1Nm21, 0 (g×(2l , m , m) )NlNdl

P(l , NlN(2m11) )
}

1
1

(2p)2
!
j41

r

s
Ij

Rm j , l j
(g×(2l , mj , mj ) )NlNdl

P(l , NlN(2mj 11) )
, g� S (H1)

dove Nm 40 tranne che per un numero finito di m�N.

Le dimostrazioni dei risultati ottenuti nella tesi, si possono trovare in [3].
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