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Problemi ai limiti per equazioni differenziali
del secondo ordine fortemente nonlineari.

WALTER DAMBROSIO

In questa tesi ci occupiamo dello studio di problemi ai limiti, sulla palla unita-
ria V’RN, associati ad un’equazione del tipo

Du1 f (NxN , u) 40, x�V ,

dove f : [0 , 1 ]3RKR è una funzione continua.
Per il carattere di questa nota e per la sua brevità, prenderemo solo in consi-

derazione il caso in cui f non dipende dalla variabile spaziale x�V; faremo quindi
riferimento all’equazione

Du1 f (u) 40 .(E)

Inoltre, per le stesse ragioni, non esporremo i risultati nella loro massima gene-
ralità, privilegiando il più possibile un taglio divulgativo.

È comunque importante evidenziare il fatto che parte della tesi è dedicata allo
studio di equazioni in cui compaiono operatori diversi dal laplaciano, quali ad
esempio il p-laplaciano o l’operatore di curvatura media. Non ci soffermeremo ul-
teriormente su questa questione e sulla sua significatività da un punto di vista fi-
sico-meccanico, rimandando i lettori all’esaustiva monografia [3].

Nel corso degli anni, numerosi risultati di esistenza e molteplicità di soluzioni
per problemi ai limiti associati a (1) sono stati ottenuti da vari autori, con differen-
ti ipotesi sulla nonlinearità f; a questo proposito, è stato più volte ipotizzato, se-
guendo una importante congettura di A. C. Lazer e P. J. McKenna [5] del 1983,
che il numero delle soluzioni di (1) dipenderebbe dal numero degli autovalori del
problema linearizzato «attraversati dalla nonlinearità nel passare da zero all’infi-
nito» (per maggior precisione, vedere ad esempio le ipotesi (H1)-(H2)-(H3)
successive).

Questa supposizione è vera, nel caso dell’equazione ordinaria, corrispondente
a N41, quando f soddisfa una condizione di tipo asintoticamente lineare o super-
lineare all’infinito; più precisamente, nel primo caso è stata provata l’esistenza
di un determinato numero di soluzioni, in dipendenza dal numero di autovalori
che cadono nell’intervallo ( f0 , fQ ) o ( fQ , f0 ), essendo fQ4 lim

uKQ
f (u) /u e

f0 4 lim
uK0

f (u) /u, mentre il secondo caso è caratterizzato dalla presenza di infinite

soluzioni di energia arbitrariamente grande (si veda ad esempio [2]).
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Va peraltro precisato che nel caso del problema in RN, anche quando f è asin-
toticamente lineare, sono stati forniti controesempi all’esistenza di soluzioni
multiple.

In questa tesi ci occupiamo di nonlinearità che soddisfano condizioni superli-
neari asimmetriche all’infinito oppure sublineari in zero, nel senso precisato di
seguito.

Problemi superlineari asimmetrici all’infinito.

Studiamo il problema di Neumann associato all’equazione (E) nel caso N41, i.e.:

.
/
´

u"1 f (u) 40

u 8 (0) 40 4u 8 (1) .
(N)

Le ipotesi principali riguardano il comportamento di f all’infinito ed in zero; più
precisamente, si suppone

(H1) f è superlineare asimmetrica all’infinito:

lim
uK1Q

f (u)

u
41Q , lim

uK2Q

f (u)

u
4 fQ ;

(H2) vale la seguente relazione:

lim
uK0

f (u)

u
4 f0 ;

(H3) esistono due interi l�N e j�N tali che

g pl

2
h2

E fQEg p(l11)

2
h2

e (pj)2 E f0 E (p( j11) )2 .

Sotto queste ipotesi, vale il seguente risultato:

TEOREMA 1. – Supponiamo che valgano le ipotesi (H1)-(H2)-(H3). Denotia-
mo con I l’intervallo [ j11, l] se jE l o l’intervallo [l11, j] se jD l. Allora, per
ogni intero n�I esistono due soluzioni un e vn del problema ai limiti (N) en-
trambe aventi esattamente n zeri in [0 , 1 ) e con un (0) D e vn (0) E0.

Osserviamo che l’ipotesi (H3) richiede un controllo sui numeri fQ e f0 rispetto
agli autovalori del problema linearizzato; pertanto, il risultato del Teorema 1 af-
ferma proprio che il problema considerato ammette un certo numero di soluzioni
dipendente dal numero degli autovalori attraversati da f passando da zero
all’infinito.

Il teorema esposto generalizza alcuni risultati precedenti relativi a problemi
superlineari asimmetrici (si veda ad esempio [4]); va sottolineato il fatto che
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i lavori presenti in letteratura garantiscono solo l’esistenza (eventualmente anche
per il problema ellittico in RN) e non la molteplicità di soluzioni.

La dimostrazione del Teorema 1 è basata sull’applicazione di metodi di grado
topologico; più precisamente, si sfrutta la combinazione di un metodo di conti-
nuazione, nello spirito di [2], e di una tecnica di mappe-tempo per lo studio di
particolari problemi autonomi. Evidenziamo il fatto che, in un capitolo indipen-
dente ed originale della tesi, questa tecnica viene sviluppata in grande generalità
per ottenere risultati di esistenza e molteplicità nel caso di equazioni contenenti
operatori del secondo ordine fortemente nonlineari.

Problemi sublineari in zero.

In questo caso, consideriamo il problema di Dirichlet associato all’equazione
(E) nel caso generale NF1, i.e.:

.
/
´

Du1 f (u) 40

u40

in V

su ¯V ,
(D)

essendo V la palla unitaria di RN. L’ipotesi principale riguarda il comportamento
di f in zero; per questo motivo, è sufficiente richiedere che esista e 0 D0 tale che f
sia definita e continua solo su [2e 0 , e 0 ]. Introduciamo le seguenti condizioni:

(K1) f è sublineare in zero, cioè:

lim
uK0

f (u)

u
41Q ;

(K2) f è dispari. Consideriamo inoltre la parametrizzazione standard di V
in coordinate polari (r , u i ) (i41, R , N21):

V4](r, u 1 , R , u N21)Nr�[0, 1], u i�[0, p], i41, R , N22, u N21�[2p, p]( .

Valgono i seguenti risultati:

TEOREMA 2. – Supponiamo che valga l’ipotesi (K1). Allora, esiste nA�N tale
che per ogni nDnA il problema (D) ha almeno due soluzioni radiali un e vn con
un (0) D0 e vn (0) E0, entrambe aventi esattamente n zeri in [0 , 1 ). Inoltre
abbiamo:

lim
nK1Q

Nun (r)N1Nu 8n (r)N404 lim
nK1Q

Nvn (r)N1Nv 8n (r)N uniformemente in r�[0,1] .

TEOREMA 3. – Supponiamo che valgano le ipotesi (K1)-(K2). Se f�
C 0, a ( [2e 0 , e 0 ] ), per qualche a� (0 , 1 ), allora esiste n *�N tale che per ogni
nFn * il problema (D) ha almeno due soluzioni non-radiali, u *n e v *n , 2p/n-pe-
riodiche e dispari in u N21 .



WALTER DAMBROSIO56

Lo studio di problemi sublineari è stato relativamente poco affrontato in lette-
ratura, principalmente a causa della perdita di regolarità della funzione f dovuta
all’ipotesi (H1); un importante contributo si deve a G. J. Butler [1], che ha provato
l’esistenza di infinite soluzioni periodiche, nel caso dell’equazione ordinaria. Pre-
cisiamo comunque che nell’articolo di Butler, come anche negli altri lavori con
condizioni sublineari presenti in letteratura, (H1) è accompagnata da ipotesi sul
comportamento di f all’infinito.

Come nel caso del problema superlineare asimmetrico all’infinito, il Teorema
2 si dimostra tramite l’uso di metodi topologici; il Teorema 3 è invece una conse-
guenza dell’applicazione del metodo diretto del calcolo delle variazioni, unitamen-
te a stime di regolarità per problemi ellittici.
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