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Su alcune questioni di Calcolo delle Variazioni:
omogeneizzazione in domini perforati

con condizioni di Neumann e rilassamento.

GIUSEPPE CARDONE

La prima parte del lavoro originale contenuto nella presente tesi è dedicata alla
teoria dell’omogeneizzazione, mentre la seconda è dedicata a problemi di rappre-
sentazione integrale e rilassamento per funzionali integrali non limitati.

Nella prima parte si studia il comportamento asintotico, per e che tende a zero,
delle soluzioni ue del seguente problema

.
`
/
`
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2div (A e Due )1He (ue , Due )4f

(A e Due ) Qn40

ue40

ue�H 1 (V e ), He (ue , Due ) �L 1 (V e ), He(ue , Due ) ue�L 1 (V e ) ,
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su

su

V e ,

¯Te ,

¯V ,

dove V è un sottoinsieme aperto e limitato di Rn, V e4V0Te è un dominio ottenuto
rimuovendo da V un insieme chiuso Te di sfere di taglia e e distribuite periodica-
mente in Rn con periodicità e, A(y) è una matrice misurabile, limitata, definita posi-

tiva ed ]0 , 1[n-periodica, A e (x) 4Ag x

e
h, H(y , s , j) è una funzione di Caratheodo-

ry definita su Rn 3R3Rn, ]0 , 1[n-periodica in y tale che H(y , s , j)sF0 (ipotesi di

segno) ed a crescita quadratica in j, He (x , s , j) 4H g x

e
, s , jh, f appartiene a

L 2 (V) e n denota il vettore unitario normale esterno rispetto ad V e .
Si prova che, per un’opportuna classe di operatori di prolungamento ]Pe(e ,

quando e che tende a zero, a meno di un’estratta,

Pe ue � u

2div (A e DuA
e ) K2 div (A 0 Du)

He (ue , Due )A � H 0 (u , Du)

debolmente in H 1
0 (V) ,

fortemente in H 21 (V) ,

debolmente in L 1 (V) ,

e u verifica

.
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2div (A 0 Du)1H 0 (u , Du) 4uf in V ,

u�H 1
0 (V), H 0 (u , Du) �L 1 (V), H 0 (u , Du) u�L 1 (V) ,

dove A denota il prolungamento a zero su V, 2div (A 0 Du) è l’omogeneizzato del-
l’operatore lineare 2div (A e Due ), u4N]0 , 1[n 0TN e H 0 è definito da

H 0 (s , j) 4 s
]0 , 1[n 0T

H(y , s , C(y) j) ((s , j) �R3Rn ,
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dove C g Q

e
h è la matrice dei correttori del problema lineare e T è la sfera di

riferimento.
Si studia inoltre il comportamento asintotico di un problema analogo al prece-

dente, eliminando, questa volta, le ipotesi di periodicità su V e , A e e He ed assumen-
do, però, He a crescita sub-quadratica in j.

Precisamente V e4V0Te è ottenuto rimuovendo da V un sottinsieme chiuso Te

di Rn (i «buchi»), A e appartiene a una famiglia di matrici misurabili, equilimitate ed
uniformemente definite positive, Heè una funzione di Caratheodory definita su
V e3R3Rn, a crescita sub-quadratica in j e verificante l’ipotesi disegno
He (x , s , j) sF0.

Lavorando dunque nell’ambito dell’H 0-convergenza (l’H 0-convergenza, introdot-
ta da M. Briane, A. Damlamiane P. Donatoin [1], è una generalizzazione al caso di do-
mini perforati dell’H-convergenza introdotta da F. Murate L. Tartar), si prova che
esiste un’estratta, ancora denotata con ]e(, un’opportuna classe di operatori di pro-
lungamento ]Pe(e , una matrice A 0 misurabile, limitata e definita positiva, una funzio-
ne di Caratheodory H su V3R3Rn soddisfacente le stesse proprietà di ]He(e , una
funzione positiva x 0 in L Q(V) ed u in H 1

0 (V) tale che, per e che tende a zero

x e � x 0

(A e , Te )

Pe ue � u

He (x , ue , Due )A � H(x , u , Du)

2div (A e DuA
e ) � 2div (A 0 Du)

debolmente* in L Q (V) ,

H 0 -converge a A0 ,

debolmente in H 1
0 (V)

debolmente in L 1 (V) ,

debolmentein D(V) ,

dove A denota il prolungamento a zero su V e u verifica

.
/
´

2div (A 0 Du)1H(x , u , Du) 4x 0 f in V ,

u�H 1
0 (V), H(x , u , Du) �L 1 (V), H(x , u , Du) u�L 1 (V) .

L’omogeneizzazione del problema non lineare con crescita sub-quadratica nel
gradiente è stata studiata da L. Boccardo e T. Del Vecchio nel caso di dominio fisso,
assumendo la limitatezza in L Q dei correttori del problema lineare e da P. Donato e
L. Sgambati per domini perforati periodicamente, assumendo A sufficientemente
regolare.

L’omogeneizzazione del problema non lineare con crescita quadratica nel gra-
diente è stata studiata da A. Bensoussan, L. Boccardo e F. Murat assumendo la li-
mitatezza in L Q dei correttori del problema lineare, ed a A. Bensoussan, L. Boccar-
do, A. Dall’Aglio e F. Murat sotto le naturali ipotesi sui correttori del problema li-
neare. Il caso con dominio perforato periodicamente è stato studiato da P. Donato,
A. Gaudiello e L. Sgambati.

Nel caso di domini perforati periodicamente la dimostrazione dei risultati prin-
cipali è essenzialmente basata su un risultato per i correttori del problema non li-
neare (i correttori del problema non lineare sono gli stessi del corrispondente pro-
blema lineare). Per ottenere questo risultato si utilizza il teorema dell’energia per
il corrispondente problema lineare.



SU ALCUNE QUESTIONE DI CALCOLO ECC. 43

Nel caso di un dominio fisso, la dimostrazione del teorema dell’energia si basa
sulla stima di Meyers per le soluzioni del problema lineare. Si osservi però che nel
caso di domini perforati V e non è possibile controllare la costante della stima di
Meyers indipendentemente da e. Tuttavia nel caso di domini perforati periodica-

mente, i correttori sono della particolare forma C g Q

e
h . Si potrà dunque, usando

una stima di Meyers con una costante indipendente da e, ottenere per essi un con-
trollo uniforme della norma in (L r (V e ) )n 2

con rD2. Questo permette di provare il
teorema dell’energia per domini perforati.

Nel caso dell’H 0-convergenza si costruisce un correttore localmente limitato in
L 2 che verifica, per l’assenza di un’uniforme stima di Meyers a causa della mancan-
za di periodicità, un classico risultato per i correttori soltanto in L q con q�]1 , 2[.
Tuttavia ciò permette di risolvere il caso sub-quadratico.

Nella seconda parte della tesi si prova un risultato di rappresentazione integra-
le per l’inviluppo semi continuo inferiormente di un funzionale integrale non limi-
tato per opportuni valori su parti della frontiera.

Più precisamente, assegnata una funzione di Borel g su Rn a valori in [0 , 1Q],
si denota con dom g4 ]z�Rn : g(z) E1Q(, g ** la funzione bipolare di g e (g **)Q

la funzione di recessione di g **. Inoltre, se C è un sottinsieme di Rn, si denota con
aff (C) inviluppo affine di C, e, nel caso in cui C è anche convesso, con ri(C) l’interno
relativo di C, cioè l’insieme dei punti interni di dom g nella topologia di
aff (dom g).

Per ogni u0 �W 1, Q
loc (Rn)e ogni insieme aperto e limitato V, si consideri il funzio-

nale integrale G 0 (u0 , V , u) 4s
V

g(˜u) dx, per u�u0 1W 1, Q
0 (V) e il suo rilassato

nella topologia di L 1 (V)

G 0 (u0 , V , u)4infmlim infhs
V

g(˜uh ) dx : uh �u0 1W 1, Q
0 (V), uh Ku in L 1 (V)n .

Se dom g è convesso, g è localmente limitata su ri(dom g), per ogni sottinsieme
limitato L di dom g, esiste zL in ri(dom g) tale che la funzione t�
[0 , 1 ]O g((1-t) zL +tz)) sia semicontinua inferiormente in t41, uniformemente
per z�L, ed inoltre dom gc¯, in [2] L. Carbonee R. DeArcangelis hanno provato
che

G 0 (u0 , V , u) 4s
V

g **(˜u) dx1

1s
V

(g **)Qg dD s u

dND s uN
h dND s uN1s

¯V

(g **)Q ( (u0 2u) nV ) dH n21 ,

per ogni insieme aperto, limitato e convesso V, u�BV(V) e u0 �T(g , V), dove

T( g , V) 4 ]u0 �W 1, Q
loc (Rn ) : esiste x0 �V e un insieme compatto

K’ri( dom g) tale che u0 (x1x0 )2u0 (x0 ) è positivamente

1-omogenea e ˜u0 ( x ) �K per q.o. x�Rn ( .
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Se dom g4¯ e se u assume il valore u0 sull’intera frontiera di V, il risultato che
si ottiene è poco significativo. Invece assegnando valori ad u soltanto su opportune
parti della frontiera di V che giacciono, per esempio, su spazi affini ortogonali a
aff (dom g), è possibile ottenere risultati di rappresentazione più interessanti.

A tal fine nella seconda parte della tesi si introduce una trasformazione affine
E : Rn KRn tale che, denotata con ME la matrice ortogonale associata alla parte li-
neare di E, risulti E 21 (aff (dom g) 4Rk 3 ]0n2k ( se kD0 o E 21 ( aff ( dom g) 40
se k40 (k� ]0, 1 , R , n21( è la dimensione di aff (dom g). Assegnato V in A 4
]E(A3B) : A’Rk e B’Rn2k aperti, limitati e convessi( e posto ¯p V4E( (¯A)3
B), si considera dunque il funzionale

G 0 (u0 , V , u) 4

4 infmlim infhs
V

g(˜uh ) dx : uh �W 1, Q
loc (Rn ), uh Ku in L 1 (V), uh4u0 su ¯p Vn .

Si prova, allora, che per ogni V� A, u0 �T( g , V) e u�BV(V)

G0 (u0 , V , u) 4s
V

g **(˜u) dx1

1s
V

(g **)Qg dD s u

dND s uN
h dND s uN1 s

¯p V

( g **)Q ( (u0 2u) nV ) dH n21 .

Infine si applica tale risultato a problemi di minimo di Dirichlet.
I risultati ottenuti nella tesi sono in parte contenuti in [3], [4], [5].
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