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Equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman e G-convergenza
per problemi di controllo ottimo.

ARIELA BRIANI

Nella tesi di dottorato studiamo la convergenza di successioni di problemi di
controllo ottimo di diverso tipo. Le tecniche che utilizziamo sono la G-convergen-
za e la teoria delle soluzioni di viscosità per equazioni di Hamilton-Jacobi-Bel-
lmann (d’ora in poi (HJB)). Più precisamente consideriamo successioni di proble-
mi di controllo ottimo della forma

min{ s
0

T

fn (t , y , u) dt : (y , u) � An
}(1)

dove

An 4 ](y , u) �Y3 U : y 8 (t) 4an (t , y)1Bn (t , u), y(0) 4y n
0 ( ,(2)

Y4W 1, 1 (0 , T ; R n ) è lo spazio degli stati e U 4L 2 (0 , T ; R m ) è lo spazio dei
controlli.

La teoria della G-convergenza per questi problemi ed alcuni più generali, di
cui parleremo più avanti, è stata sviluppata negli ultimi anni in lavori di Buttazzo
e Freddi ([3], [4]). Ricordiamo qui che il problema (P), G-limite di una successione
di problemi di controllo (Pn ), è, detto in modo informale, un problema tale che:

i) la successione dei controlli ottimali (un ) di (Pn ) converge al controllo ot-
timale u di (P);

ii) la successione delle traiettorie ottimali (yn ) di (Pn ) converge alla traiet-
toria ottimale y di (P).

Nel caratterizzare il G-limite (P) si è dimostrato che è il tipo di convergenza
delle funzioni Bn (t , u) a influenzare il modo determinante la struttura del proble-
ma limite. Più precisamente in [4] si distingue fra due tipi di convergenza; diremo
che i Bn (t , u) convergono forte a B(t , u) se: se un Ku debolmente in
L 2 (0 , T ; R m ) allora Bn (t , un ) KB(t , u) in un opportuno spazio topologico V, di-
remo che convergono debolmente se: se un Ku debolmente in L 2 (0 , T ; R m ) allo-
ra la successione Bn (t , un ) è relativamente compatta in un opportuno spazio topo-
logico V.

Scegliendo come spazio V lo spazio L Q (0 , T ; R n ) munito della topologia de-
bole*, in [4] Buttazzo e Freddi dimostrano che se le funzioni Bn (t , u) convergono
fortemente il problema limite (P) ha la stessa forma dei problemi (Pn ), mentre se
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le funzioni Bn (t , u) convergono solo debolmente nel problema limite l’equazione
di stato scompare ed è sostituita da un termine nell’integrando del funzionale
costo.

Poiché questo fenomeno è in qualche modo sorprendente la prima idea è stata
studiare il comportamento delle equazioni di (HJB) di questi problemi. Così ab-
biamo sviluppato la teoria delle soluzioni di viscosità per equazioni di (HJB) asso-
ciate a problemi del tipo (1)-(2). Sono equazioni della forma:

.
/
´

2
¯

¯t
v(t , x)1H(t , x , Dv(t , x) ) 40

v(T , x) 40

in (0 , T)3R n

in R n

(3)

dove l’Hamiltoniana è data da

H(t , x , p) 4 sup
u�R m

]2p QB(t , u)2 f (t , x , u)(2p Qa(t , x) .(4)

Le ipotesi principali che differenziano questo caso da quelli studiati in letteratura
sono la sola misurabilità in t dell’Hamiltoniana e la non limitatezza dei controlli u
(si veda [2]). Per questo non è stato possibile applicare i risultati noti di esistenza
ed unicità ma li abbiamo dimostrati direttamente. Abbiamo quindi potuto osser-
vare che le Hamiltoniane associate ai problemi (Pn ) convergono all’Hamiltoniana
del problema G-limite (P) sia nel caso di convergenza forte che nel caso di conver-
genza debole delle Bn (t , u).

In particolare abbiamo sviluppato nei dettagli il caso lineare-quadratico in di-

mensione n4m41, i.e. Bn (t , u) 4bn (t) u(t) e fn (t , y , u) 4g(y)1
1

2
NuN2. Il van-

taggio è che per questi problemi l’Hamiltoniana può essere calcolata in modo
esplicito:

H(t , x , p) 42pa(t , x)2g(x)1
1

2
p 2 b 2

n (t) .(5)

Scegliendo V4L Q (0 , T ; R) le ipotesi di convergenza forte e debole diventano
per la successione bn rispettivamente, bn (Q) Kb(Q) quasi ovunque in (0 , T) e
bn (Q) Kb(Q) debole* in L Q (0 , T ; R). Ma, poichè i controlli sono in L 2 (0 , T ; R),
l’ipotesi più naturale sarebbe bn (Q) Kb(Q) debole in L 2 (0 , T ; R). Per verificare
l’ipotesi di convergenza debole bisogna scegliere allora come spazio V lo spazio
delle misure M(0 , T ; R).

Nel G-limite appaiono dunque le misure, e per caratterizzalo bisogna supporre
b 2

n (Q) Km debole* in M(0 , T ; R). (Si veda [3]). Così l’Hamiltoniana del problema
limite dovrebbe essere la seguente:

H(t , x , p) 42pa(t , x)2g(x)1
1

2
p 2 m .(6)
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Poiché la presenza di una misura nell’Hamiltoniana è qualcosa di nuovo abbia-
mo studiato nei dettagli un esempio (a(t , x) 40, bn (t) 41[1, 111/n], g(x) 4NxN2).
Partendo da questo abbiamo dato una definizione di soluzione di viscosità che si
basa sull’idea delle così dette «riparametrizzazioni» introdotta per equazioni dif-
ferenziali ordinarie. (In particolare ci siamo riferiti a [5]). Con questa tecnica in-
fatti, possiamo associare in modo biunivoco, ad ogni problema limite con la misura
un problema che chiamiamo «riparametrizzato» in cui la misura non appare. L’e-
quazione di (HJB) associata a quet’ultimo è del tipo (3), la teoria sviluppata in
precedenza ci garantisce dunque l’esistenza e l’unicità della soluzione.

Per dimostrare la corrispondenza biunivoca fra i problemi con e senza misure
abbiamo infine dimostrato una formula di cambiamento di variabile in dimensione
1 per derivate distribuzionali di funzioni a variazione limitata che sono la compo-
sta di una funzione assolutamente continua e di una funzione strettamente
crescente.

Nell’ultima parte della tesi abbiamo considerato problemi di controllo in cui
l’equazione di stato è un’equazione alle derivate parziali. La teoria della G- con-
vergenza per questo tipo di problemi è stata sviluppata in [4]. Si tratta di proble-
mi di controllo del tipo (1), in cui le coppie (y , u) dell’insieme An possono però es-
sere soluzione di una generica equazione An (y) 4Bn (u) dove An : YKV e
Bn : U KV sono operatori rispettivamente dallo spazio degli stati Y e dallo spazio
dei controlli U in un terzo spazio topologico V.

Abbiamo applicato questa teoria per studiare successioni di problemi di
controllo frontiera in cui lo stato è un’equazione alle derivate parziali di
tipo parabolico. Più precisamente abbiamo considerato la successione di problemi
di controllo con stato ye soluzione di

.
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(7)

e costo

J(y , u) 4s
0

T

(Vu(s , Q)V

2
L 2 (¯V ; C n ) 1Vy(s , Q)V

2
L 2 (V ; C n ) ) dt .(8)

Utilizzando al formula di rappresentazione per la soluzione di (7) in [1]
abbiamo dimostrato l’applicabilità dei risultati di G-convergenza (caso di con-
vergenza forte) ed ottenuto che il problema G-limite è un problema con equazione
(7) ma condizione di Dirichlet puro al bordo (i.e. y(t , x) 4u(t , x)) e stesso
costo. Osserviamo che l’interesse di questo tipo di approssimazione è dovuta
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al fatto che spesso i dati al bordo sono trattati numericamente con appros-
simazioni di questo tipo.

Infine, abbiamo dimostrato una formula di rappresentazione analoga a quella
in [1] per un’equazione parabolica con controllo frontiera ma condizione mista al
bordo, i.e.
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Di (ai , j (x) Dj y(t , x) ) 40
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g !
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ai , j (x) QDj y(t , x) n i (x)h4u1 (t , x)

y(0 , x) 4y0 (x)

in [0 , T]3V

in [0 , T]3G 0

in [0 , T]3G 1

in V

(9)

con V4G 0 NG 1 . L’approssimazione di questo tipo di problemi è un lavoro ancora
in corso.
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