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L’azione del gruppo simplettico associata
ad un’estensione quadratica di campi.

MARIA ALESSANDRA VACCARO

E ben noto che se L & un campo e (V, f) & uno spazio alternante regolare su L,
allora i sottospazi che risultano indecomponibili rispetto ad f, cioé i sottospazi che
non si decompongono nella somma ortogonale di due sottospazi propri, sono o ret-
te oppure piani iperbolici. Se K € un sottocampo di L, allora V e anche uno spazio
vettoriale su K e nasce spontanea la domanda: quando un K-sottospazio di V ¢ in-
decomponibile? La classificazione dei K-sottospazi indecomponibili di V' permette
di determinare le classi d’isometria nell'insieme dei K-sottospazi di V, che non so-
no altro che le orbite del gruppo simplettico Sp;,(V, f) in tale insieme.

La classificazione di tali orbite é stata avviata nel 1990 da D. S. Kim e P. Rabau
in [3]. Essi determinano le orbite del gruppo simplettico Sp;,(V, f) nell'insieme
dei K-sottospazi di V che risultano totalmente isotropi rispetto alla K-forma alter-
nante ¢ of, ove si assegni un’applicazione K-lineare ¢ : L —K.

II nostro obiettivo & quello di classificare i K-sottospazi indecomponibili di V'
sotto l'ipotesi che l'estensione L/K sia di grado 2.

Il fatto che l'estensione L/K sia quadratica garantisce che ogni K-sottospazio
W di V si decomponga nella somma diretta

W =comp,WB W',

dove comp;, W denota la L-componente di W, cioe il piti grande L-sottospazio di V
contenuto in We W' & una K-sottostruttura (si veda [1] e [4]), cioeé un K-sottospa-
zio di V generato da vettori linearmente indipendenti su L. Quindi si puo associa-

re ad ogni K-sottospazio W di V la coppia di interi
(dimy, compy, W, dimxgW'),

che definisce il tipo di W. Chiaramente dimg W = 2m + n, se il tipo di W e (m, n).
I K-sottospazi di V di tipo (m, 0) e (0, n) sono, rispettivamente, L-sottospazi e
K-sottostrutture.

La classificazione delle K-sottostrutture indecomponibili viene portata a ter-
mine piuttosto velocemente. Infatti, le classi di isometria nell’'insieme delle K-sot-
tostrutture indecomponibili sono determinate direttamente attraverso le classi di
isomorfismo dei K-moduli bialternanti, cioe delle coppie di forme bilineari alter-
nanti su K. Poiché la classificazione di questi moduli si riconduce, utilizzando un
risultato di R. Scharlau [5], a quella dei K-moduli di Kronecker, dovuta a J. Dieu-
donné [2], la classificazione delle orbite del gruppo simplettico Spz,(V, f) nell'in-
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sieme delle K-sottostrutture di V resta determinata. Essa dipende strettamente
dal campo K.

Se W e un K-sottospazio di tipo (m, n) con m = = 0 # = n, allora una condizio-
ne necessaria affinché W sia indecomponibile & che m < 2 ed un primo risultato &
fornito dal seguente

TEOREMA 1.

(@) comp;, W ¢ un sottospazio totalmente isotropo di dimensione <2 su L.

(#1) Sia U un complemento di comp;, W nello spazio di vettori di W ortogo-
nalt a compr, W. Allora rank( f| v) =2(p —1) e U non st decompone nella somma
diretta di due sottospazi ortogonali.

(121) Vale precisamente una delle sequenti affermazioni:
1. dimy,(comp, W) =1, dimg(U) =2p —1;
2. dimy(comp, W) =1, dimg(U) =2p, p pari;
3. dimy (comp, W) =2, dimg(U) =2p, p pari.

DEFINITION 1. — Diremo che un K-sottospazio W é di prima, seconda o terza
specte, secondo che valga 1, 2 o 3.

A questo punto possiamo enunciare il teorema che ci permette di dare una
classificazione completa dei K-sottospazi indecomponibili di V aventi L-compo-
nente non banale.

TEOREMA 2. — Nello spazio simplettico (V, ) esiste, per ogni intero positivo
n <dimy;,V, esattamente un K-sottospazio di tipo (m, n) con m =0 Zn, inde-
componibile rispetto alla forma alternante non degenere f. Se W é un tale K-sot-
tospazio, allora W ¢ somma diretta di due K-sottospazi propri totalmente iso-
tropi, W=W,@W,. Quindi fjw si rappresenta mediante una matrice della

Sforma
0 M
[ o)

o W di prima specie. Allora n=dimgU+2=2p+1,

e st ha:

Wl: <w1,>L@<w2’7 L) wp,+1>K7

WZ = <'I/01”, ERE] wzg/Jrl)K
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e
(1 »n O 0 0
0 n 0
0 1 0
M= eMat,, ;(L).
0 "
A |
0 ... 0 1)
® W di seconda specie. Allora n=dimxU +2 =2p + 2,
W1:<w1,>L®<w2,"~-,wp,+1>Ka
W, = <w1", ey w;;,+1>K
e
1 0 0
L A | 0
Dol L J 0 3
M= eMat, 1)« p+2)(L),
. B A |
00 L J

con J = (’17 ’Z;)

® W di terza specie. Allora n=dimgU +4 =2p + 4,

Wy = (wy ), ®(w;, ..., wp,+1>K7

W, = <w1", ceey w;;'+1>K
e

0 1 n 0 0

-1 0 . 0

-n 0 . 1

0 0 1 J 0 0

M= S 0 L, J 0 : eMat, (L),

J 0

0 0 0 I, J

dove J = (’17 ’72).
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Si noti che esiste un K-sottospazio di tipo (1, #) indecomponibile se e solo se
n#0 (mod 4), invece, ne esiste uno indecomponibile di tipo (2, ) precisamente
quando % =0 (mod 4). Inoltre, due K-sottospazi indecomponibili dello stesso tipo
(m, n), m=1, 2, sono sempre isometrici.

E il caso di sottolineare che, contrariamente al caso delle K-sottostrutture, le
orbite del gruppo simplettico Sp;,(V, f) nell'insieme dei K-sottospazi indecompo-
nibili di V aventi L-componente non banale non dipendono dal campo K ed il nu-
mero di tali orbite & esattamente dim; V — 1, una per ogni intero /# compreso fra 1
e dim;,V — 1.

Infine, si vuole segnalare che il gruppo G delle isometrie di un K-sottospazio
indecomponibile W di V & non risolubile esattamente quando W & di terza specie.
Infatti, in tal caso G ha fattori di Levi isomorfi a SL, (L), invece nei rimanenti casi
tali fattori sono tori unidimensionali su K.
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