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Comportamento locale di sistemi dinamici discreti.

MARZIA Rivi

Lo studio svolto nella tesi di dottorato & dedicato al comportamento asintotico
di alcuni sistemi dinamaict discreti olomorfi, ciascuno dei quali e, per definizione,
la successione {F"}, delle iterate di una trasformazione olomorfa F': C"—C".

In particolare si vuole determinare I'insieme su cui la successione, determina-
ta da F, converge a uno stesso punto al divergere di n. Poiché tale limite deve es-
sere un punto fisso per la mappa, inizialmente lo studio puo essere limitato ad un
intorno dei punti fissi di /. Nella tesi si sono considerati germi di trasfomazioni
olomorfe di C™ con punto fisso l'origine. L’insieme di tali germi sara denotato con
End(C™, 0).

Per ogni punto x e Dom(F), linsieme O * (x) = U F"(ac) detto orbita (in
avanti) di x. Allora ci si pone il seguente:

PrROBLEMA Sta F'e End(C™, 0), stabilire se esiste un sottoinsieme D c C™ non
vuoto, connesso, F-invariante (cioée F(D)cD), su cui la successione {F"}, con-
verge a 0 e tale che D sia o aperto (in tal caso st dice che € un DOMINIO ATTRATTI-
vo di 0) o almeno una sottovarieta complessa locale di C™ (detta VARIETA
STABILE).

11 suddetto problema e completamente risolto nel caso iperbolico, cioé quando
tutti gli autovalori di dF'(0) hanno modulo diverso da 1: indicando con E; (risp. Es)
lautospazio generalizzato associato agli autovalori con modulo minore di 1 (risp.
maggiore di 1), esiste una varieta stabile W* ed una instabile W* (cioe stabile per
F 1) che si intersecano trasversalmente in 0, dove sono rispettivamente tangenti
ad E, ed E, ([7], p. 27).

I1 Teorema della Varietd Centro-Stabile ([7], p. 32), garantisce inoltre che la
varieta stabile, corrispondente agli autovalori in modulo minore 1, esiste anche
quando gli altri autovalori di dF(0) hanno tutti modulo unitario.

Nel caso non-iperbolico la soluzione & completa solo in dimensione 1 (vedi [2] e
[5]): sia

Fiz)=Az+ap 251+, |4 =1;

a) se A =1 allora esistono P, ... P, domini attrattivi disgiunti con 0 € 9P;
per ognit =1, ..., k (detti petalr attrattivi) ed esistono Py, ..., P) petali repulsi-
vi (cioé attrattivi per F ~!) disgiunti, che si alternano I'un l'altro in modo che P; in-
terseca P/_; e P; (dove Py = P}). Inoltre all'interno di ciascun petalo attrattivo
(risp. repulsivo) le orbite in avanti (risp. allindietro) convergono a 0 tangenzial-
mente ad una direzione bisecante il petalo.
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b) Se 1 # 1 ma 1° =1, allora il ragionamento precedente vale per F'* e quin-
di F' agisce come una permutazione di petali in cicli di lunghezza s.

¢) Se A°# 1 per ogni s € I\, allora non ci sono orbite convergenti a 0 eccetto
per i punti di O ~(0).

In dimensione pil alta si hanno risultati parziali quando sp(dF(0)) = {1} op-
pure sp(dF(0)) = {1, B4, ..., Bi} con |B;| <1 perognii=1, ..., k (caso semi-
attrattivo).

Nel primo caso i risultati riguardano una convergenza delle orbite di tipo tan-
genziale, cioé tale che, al divergere di n, F"(x) —0 e [F"(x)]—[V]in P~ 1(C),
dove [ ] denota la proiezione canonica nello spazio proiettivo complesso P ~1(C)
e Ve (C™, V0 e una direzione complessa detta tangente all’orbita di x nell’origi-
ne. M. Hakim [4], ha trattato il caso in cui dF(0) = I osservando che per tali map-
pe un ruolo importante & svolto dalle direzioni invarianti rispetto la parte quadra-
tica di F (nell'ipotesi che il polinomio omogoneo di secondo grado P, dello svilup-
po in serie di F' non sia identicamente nullo), dette direzioni caratteristiche. In-
fatti una condizione necessaria affinché una direzione sia tangente ad un’orbita in
0 & che essa sia caratteristica. Inoltre, ad ogni direzione caratteristica non dege-
nere V (cioé tale che P,(V) # 0), si possono associare degli invarianti rispetto a
cambiamenti locali di coordinate che preservano l'origine e le direzioni caratteri-
stiche. Tali invarianti sono gli autovalori della matrice A(V) =dP,[V]— I, dove
P, :[X]—[Py(X)] & la proiezione del polinomio omogeneo P, in P ~1(C) definita
in un intorno di [V] (che & un punto fisso per definizione). Hakim ha dimostrato
che se A(V) ha d autovalori con parte reale strettamente positiva o, ..., ay, allo-
ra esiste una varieta stabile M di dimensione d + 1 con l'origine sul bordo e tan-
gente a CV@ E in 0, dove E e I'autospazio generalizzato associato agli autovalori
aq, ..., Ag, e le orbite di ogni punto di M convergono a 0 tangenzialmente a V; in
particolare esiste sempre una curva stabile I" tangente a V'in 0 € oI" e, quando tut-
ti gli autovalori di A(V) hanno parte reale strettamente positiva esiste un dominio
attrattivo di 0.

Se invece dF'(0) e in forma canonica di Jordan ci si puo ricondurre al caso pre-
cedente grazie a un risultato di M. Abate [1], il quale ha provato 'esistenza di una
varietd complessa m-dimensionale M e di una proiezione olomorfa x: M— C™"
che coniuga F' a un germe in z ~'(0) di mappe olomorfe F': M — M, che ammette
un punto fisso canonico e nel quale il differenziale d F'(e) & I'identita. Studiando F
ha dimostrato che, per F' generica, esiste una sola direzione caratteristica non de-
genere e non tangente a 7 ~'(0), e quindi la corrispondente curva F-stabile, la cui
esistenza e garantita dal teorema di Hakim, si proietta tramite s in una curva sta-
bile per F' con l'origine sul bordo.

Il caso semi-attrattivo e stato studiato principalmente da T. Ueda [6] (in di-
mensione 2) e da M. Hakim [3] quando la molteplicita algebrica dell’autovalore 1
sia 1. In tal caso si & dimostrato che o esiste una curva di punti fissi passante per
Porigine, oppure esistono k — 1 petali attrattivi, dove k=2 & la molteplicita di 0
come punto fisso.

Nella tesi e stato invece considerato il caso semi-attrattivo quando la moltepli-
cita algebrica e geometrica dell’autovalore 1 coincidono e sono maggiori di 1. Un
primo risultato e stato quello di determinare un sistema di coordinate locali (w, z)
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rispetto al quale F' si «spezzi» in due componenti, dove la prima e essenzialmente
una mappa in w (fino all'ordine k > 2) tangente allidentita, e la seconda e una
contrazione nella variabile z.

PRrOPOSIZIONE 1. — Sta F e End (C™, 0) semi-attrattivo tale che Uautovalore 1
del differenziale dF(0) abbia molteplicita algebrica e geometrica q > 1. Allora
per ogni kelN, esiste un sistema locale di coordinate (w, z) e CI x C" ™1 tale
che, in un intorno dell’'origine, F assume la forma

@ {wl=w+P2(w)+~-+Pk_1(w)+Pk,z(w)+~-

21=G&)+Bw, z)w,

dove P; (risp. P; ,) € un polinomio omogeneo in C? di grado t (risp. © cut coefft-
cienti sono funzioni olomorfe nella variabile z), G e End (C"™ ™9, 0) con differen-
ziale dG(0) avente tutti gli autovalori in modulo minori di 1, e B(w, z) ¢ una
matrice (m — q) X q 1 cui elementi sono funzioni olomorfe di C™ e B(0, 0)=0.

Per il Teorema della Mappa Implicita, ne consegue allora la seguente

PROPOSIZIONE 2. — Sia F' come in Proposizione 1, allora o esiste una varieta
complessa q-dimensionale di punti fissi per F, oppure esiste un intero k > 2 ta-
le che F assume la forma (1) con P;,_,#0.

Nel caso in cui P, # 0, applicando la teoria di Hakim alla prima componente
dell’espressione (1), & stato dimostrato il seguente

TEOREMA 1. — Sia F € End (C™, 0) semi-attrattivo nella forma (1) con Py Z0 e
k> 3. Se V é una direzione caratteristica non degenere di Py, allora esiste una
varieta stabile M di dimensione m —q + 1 con Uorigine sul bordo e tangente a
CV@®E, dove E ¢ Uautospazio generalizzato associato agli autovalori di dF(0)
m modulo minore di 1. Inoltre per ogni punto x di M le prime q componenti del-
lorbita di x convergono tangenzialmente a V.

N

Tale varieta & stata ottenuta come grafico di una trasformazione olomorfa
w:DF XAP 1—>CI71,
D} ={xeClle—r|<r}, Ay 1={zeC" 1|l <0},

tale che ( lir)n Ou(oc, z) =0. La condizione di F-invarianza per il grafico di « con-
x,2)—

sente di determinare la mappa % come punto fisso di un opportuno operatore tra
spazi di Banach. Dimostrando allora che tale operatore risulta essere una contra-
zione su un particolare sottoinsieme chiuso si prova l’esistenza della varieta stabi-
le. Inoltre la condizione di Hakim ristretta alla prima componente di F' garantisce
ancora l'esistenza di un dominio attrattivo cioé vale il seguente

TEOREM 2. — Sia F e End (C™, 0) semi-attrattivo nella forma (1) con Py, #0
e k>3 Se V ¢ una direzione caratteristica non degenere di P, la cui
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matrice associata ha tutti gli autovalori con parte reale strettamente positiva,
allora esiste un dominio attrattivo D dell’'origine, con 0 e dD.

La teoria di Hakim, oltre a fornire un valido strumento per lo studio di questo
caso semi-attrattivo, ha anche aperto nuovi quesiti riguardo la dinamica di mappe
olomorfe tangenti all'identita. In particolare & interessante stabilire se ci puo es-
sere convergenza tangenziale anche lungo direzioni caratteristiche degeneri e se
esistono altre condizioni che garantiscono 1’esistenza di domini attrattivi. Poiché i
risultati ottenuti per mappe F' con dF(0) = I dipendono solo dalle parte quadrati-
ca di F', al fine di trovare esempi significativi di comportamenti alternativi a quelli
gid noti, & stata determinata una classificazione dei polinomi quadratici di C? con
punto fisso 'origine e tangenti a I in 0, a meno di coniugazioni mediante automor-
fismi di C?; successivamente si sono studiate alcune mappe della lista ottenuta
determinando varie informazioni sulla dinamica locale e globale del sistema. In
particolare: la mappa F(z, w) = (z + zw + w?, w + w?), pur non avendo direzioni
caratteristiche non degeneri, ammette un dominio attrattivo; la famiglia
F,(z, w) = (z + azw, w + w?), con o € C\{0}, ammette un dominio attrattivo, se
NRea > 0, nel quale le orbite convergono tangenzialmente ad una direzione carat-
teristica degenere se 0 < Jea < 1, non tangenzialmente ma lungo una spirale se
Nea =1, a #1, oppure (in accordo con il risultati di Hakim) tangenzialmente ad
una direzione caratteristica non degenere se Hea > 1.
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