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Ipersuperficie quartiche unirazionali.

MARINA ROSANNA MARCHISIO

Introduzione.

Lo studio della razionalita e unirazionalita delle varieta algebriche € uno dei
problemi piti affascinanti e nello stesso tempo piut difficili della geometria birazio-
nale. Fin dalla fine del secolo scorso numerosi geometri algebrici si sono dedicati
a questo tipo di indagini partendo dalle varieta piti semplici quali le ipersuperficie
X, di grado d di P" e le loro intersezioni.

Se X & una varieta liscia, definita su un corpo K qualsiasi, di dimensione n — 1,
X e detta unirazionale se esiste una mappa razionale genericamente suriettiva
(dominante) ¢ : P"~1— X, mentre X & detta razionale se esiste una mappa bira-
zionale ¢ : P" 15X,

Nel caso delle varieta di dimensione 1, cioé nel caso delle curve piane lisce, e
noto che, per il Teorema di Liiroth, la nozione di razionalita coincide con la nozio-
ne di unirazionalitd. Per le superficie di P* definite su un campo K algebricamente
chiuso con K(P?)/K(X) estensione separabile, per il criterio di razionalita di Ca-
stelnuovo, le due nozioni coincidono ancora. Se, pero, viene meno una delle due
ipotesi fatte su K cio non & piut vero; esistono infatti vari controesempi, come quel-
lo dato da Shioda della superficie quartica X, di P? definita su un campo algebri-
camente chiuso di caratteristica p # 0 e p =3 (mod 4) che e unirazionale ma non
razionale.

Per le varietd di dimensione = 3, a partire dalle piti semplici che si possano
considerare, quali le ipersuperficie cubiche, non & pili vero che le due nozioni coin-
cidono. Nel 1971 H. Clemens e Ph. A. Griffiths hanno infatti provato la non razio-
nalitd dell'ipersuperficie cubica X5 di P*, che & invece unirazionale. Nel 1940 U.
Morin ha provato che, data un’ipersuperficie X; di P" di qualunque grado d, esiste
una costante c(d) tale che la generica X; in P" sia unirazionale non appena n =
c(d). Questo importante risultato fu esteso nel 1949 da A. Predonzan alle interse-
zioni complete, ripreso e discusso in termini moderni nel 1979 da J. P. Murre e ri-
dimostrato nel 1980 da C. Ciliberto nel caso in cui K sia un campo algebricamente
chiuso di caratteristica 0. Nel 1996 in [2] J. Harris, B. Mazur e R. Pandharipande
hanno dimostrato l'unirazionalita della X;cP" non appena la codimensione del
suo luogo singolare & sufficientemente grande rispetto a d ed n.

Per quanto riguarda le ipersuperficie quartiche X, di P", studiate in particola-
re in questa tesi, U. Morin nel 1936 ha provato che per n =7 la generica X, & uni-
razionale. Per n = 6 nel 1952, sempre Morin, ha dimostrato che la generica X, di
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P definita su un corpo K qualsiasi & unirazionale. Nel 1998 A. Conte e J. P. Murre
in [1] hanno dato una nuova e molto pili semplice dimostrazione dell’'unirazionali-
ta della ipersuperficie quartica di dimensione 5 utilizzando in maniera essenziale
un interessante teorema di Beniamino Segre del 1954 non disponibile a Morin.
Per n =4 e 51l problema & ancora aperto, cioé non & noto se la generica ipersuper-
ficie quartica X, di P* e P® sia unirazionale o no e questo & considerato uno dei
problemi aperti piu interessanti e difficili in questo tipo di questioni. Nel 1960 B.
Segre in [6] ha dato un esempio di una particolare X, di P* liscia di equazione

x) +xgwf +af — 6xlad +ad +as+tada, =0

che & unirazionale. Nel 1971 in [4] V. A. Iskovskikh e Yu. Manin hanno provato
che la generica ipersuperficie quartica di P* non & razionale. Mediante I'esempio
di B. Segre hanno quindi dato una risposta negativa, in dimensione 3, al problema
di Liiroth, posto nel 1861, che si chiede se una varieta unirazionale & necessaria-
mente razionale. Nella mia tesi di dottorato sono state costruite famiglie di iper-
superficie quartiche lisce unirazionali di P* e P® di dimensione rispettivamente 54
e 114 diverse dall’esempio di B. Segre. Ricordiamo infine che nel 1998 in [3] J.
Harris e Yu. Tschinkel hanno studiato i punti razionali sulle quartiche, in partico-
lare hanno provato che se X, c P" e un’ipersuperficie quartica liscia definita su K e
n = 4 allora per qualche estensione K’ di K l'insieme X,(K') dei punti K'-razio-
nali di X, e denso nella topologia di Zariski.

1. — Esempi di ipersuperficie quartiche unirazionali di dimensione 3 e 4.

Per trovare esempi di ipersuperficie quartiche unirazionali di dimensione 3 e 4
abbiamo utilizzato ed esteso la costruzione data da Conte e Murre in [1].

Innanzittutto abbiamo provato l'esistenza di una superficie razionale S° in
X, cP™*! definita su K,, estensione finita di K, anche per m =3 (per m =4 cid
era stato provato in [1]). Abbiamo poi costruito il seguente fibrato in quadriche.
Siano R un punto di S°, H° un iperpiano di P "1, C»(X,) il cono tangente a X, in
R, che & un cono quadrico di dimensione m — 1, e Qz = Cr(X,) N H° l'ipersuperfi-
cie quadrica di dimensione m — 2 ottenuta intersecando Cy(X,) con H°. Conside-
riamo la varietd luogo su K, delle coppie di punti (B, P'), dove R & generico su S°
e P’ e generico su Qp sopra K,(R):

X*={(R,P")/ReS", P'eQy},

che ¢ irriducibile, definita su K, e di dimensione m. Il fibrato in quadriche cercato
e m: X" —8° dove n((R, P')) =R. Se il fibrato, sopra un’estensione finita
K> K, relativamente a 7k , ammette una sezione o sopra un aperto non vuoto
UcS }%1, cioe (Qg)xk, ha un punto razionale sopra K;(R) e quindi e razionale sopra
K, abbiamo che X} & una varieta di dimensione m, razionale su K;. Consideran-
do la mappa razionale ¢ x,: X © — X che manda la coppia (R, P') nel quarto punto
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di intersezione della retta RP’ (che & contenuta in Cr(X) per definizione di Qg)
con X, e osservando che essa ¢ dominante, segue che la X, & unirazionale.

Per m = 5 Pesistenza di S° in X, & da sola sufficiente per concludere 'unirazio-
nalita dell’X, (in virtu del teorema di B. Segre sopra ricordato), mentre per m = 3
e 4 l'esistenza di S° non & sufficiente. Notiamo che nel caso m = 3, Q & una conica
e il fibrato 7 : X * —.S° & un fibrato in coniche; qualora venisse provato che tutti i
fibrati in coniche sopra una superficie razionale sono unirazionali, la costruzione
precedente implicherebbe automaticamente l'unirazionalita della quartica X,cP*.
II problema citato € pero, anche se non si conoscono esempi di fibrati in coniche
che non sono unirazionali, lungi dall’essere risolto. Per m = 3 e 4 esistono tuttavia
particolari S° per cui il fibrato sopra costruito ammette una sezione razionale e di
conseguenza la X, e unirazionale, ad esempio nei seguenti casi:

1) S°cP? & una superficie quartica ad asintotiche separabili, cioé la congruen-
za generata dalle tangenti asintotiche al variare di R su S, contenuta nella gras-
smanniana delle rette di P® G(1, 3), si spezza in due componenti irriducibili sopra
un’opportuna estensione algebrica K; di K;

11) la varieta di Fano F;(X,) delle rette contenute in X,cP” ha dimensione
2n — 7 ed € quindi una curva per n =4 e una varieta tridimensionale per » = 5. In
quest’ultimo caso, ogni curva razionale contenuta in F';(X,) individua una rigata
razionale normale (superficie F', di Hirzebruch) contenuta in X, le cui generatrici
determinano una sezione del fibrato in quadriche 7 : X * —S°. Quindi:

TEOREMA 1. — Ogni X,CP® che contenga una superficie di Hirzebruch (in
particolare, un piano) € unirazionale;

114) pill in generale ancora, si potrebbe prendere come S° una qualsiasi super-
ficie razionale contenente un fascio di asintotiche algebriche. Esempi di tali su-
perficie sono stati dati da B. Segre.

2. — Costruzione di famiglie di ipersuperficie quartiche lisce e unirazionali
di dimensione 3 e 4.

Consideriamo S°cP? superficie quartica monoidale, i.e. con un unico punto
triplo 7= (0:0:0:1), di equazione

xS'ﬁ('%‘(]a X1, 9(:2) - a(x()r X1, 902) =0

dove a e 3 sono polinomi omogenei di grado 4 e 3. Osserviamo che I'esempio dato
da Segre di X, di P* liscia unirazionale contiene la superficie quartica monoidale
ad asintotiche separabili di equazione

wf —6xlud +as+asd+ada,=0.

In [5] Predonzan ha dato una classificazione proiettiva completa di tutte le super-
ficie quartiche monoidali ad asintotiche separabili; poiché non ha esplicitato la
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maggior parte dei calcoli che lo hanno portato a tale risultato, abbiamo provvedu-
to a verificarli con 'ausilio dei sistemi di caleolo simbolico Maple V e CoCoA che
oggi abbiamo a disposizione. La superficie quartica monoidale piui generale ad
asintotiche separabili, detta superficie tetraedrale, ha equazione

XX, Xo Xy + X¢ + X+ X — 20X3 XP + XPXF + X3X3) =0

II suo cono tangente cubico in 7' & costituito da 3 piani distinti non passanti per
una retta e inoltre essa ha 6 punti doppi, vertici di un quadrilatero piano completo
con trilatero diagonale uguale alla sezione del piano del quadrilatero con il cono
tangente cubico. Utilizzando queste proprietd geometriche e con l'ausilio di Ma-
ple V, abbiamo determinato in modo rigoroso la sua equazione.

Se risolviamo il problema di caleolare la dimensione del sistema algebrico

2={X=X,cP"/3S tetraedrale, con ScX},

delle X, che contengono una superficie tetraedrale S, troviamo delle famiglie di
X, in P* e in P® unirazionali. Nella tesi abbiamo provato il seguente

TEOREMA 2. — Sta X come sopra. Ser=8,3 = | Opr(4)|. Ser<T7,3 e un siste-
ma algebrico rriducibile su K e dimX = (724) +49r—32.

Se r = 6 il teorema non aggiunge niente perché sappiamo che la generica X, e
unirazionale, ma se =4, 5 abbiamo cosi costruito due famiglie di X, unirazionali e
lisce di P*, P di dimensione rispettivamente 54, 114 (mentre dim|Op-(4)|= 69, 125).
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