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Suddivisioni ottimali di domini 7-dimensionali.

GIAN PA0oLO LEONARDI

1. — Introduzione.

L’intento principale di questa tesi di dottorato e lo studio delle partizioni di
Caccioppoli, cioe delle decomposizioni di un aperto 2 cR" per cui 'area totale
delle interfacce di separazione delle varie componenti risulti localmente finita.
L’interesse per lo studio di tali oggetti matematici & motivato dalle notevoli appli-
cazioni fisiche, tra cui la modellizzazione di clusters di bolle di sapone e lo studio
delle configurazioni di equilibrio nei sistemi di fluidi tmmiscibili (si veda [5], [3]),
nonché da problemi inerenti alla teoria della visione artificiale (modelli variazio-
nali per la segmentazione di immagini, come ad esempio il funzionale proposto
da D. Mumford e J. Shah in [4]).

2. — Problematiche affrontate nella tesi.

In primo luogo, ci si & posto il problema di definire uno spazio metrico di par-
tizioni relativamente ad uno spazio di misura (2, I, u), i cui elementi fossero
partizioni di £ con al piti un’infinita numerabile di componenti. La scelta di consi-
derare partizioni cosi generali dipende dal fatto che, in alcuni problemi variazio-
nali di rilevante interesse (come ad esempio il problema di Mumford-Shah sopra
menzionato), non & possibile fissare a priori un numero massimo di componenti,
anzi, tale numero puo risultare infinito in alcune circostanze. La costruzione adot-
tata si fonda su alcune definizioni essenziali:

DEFINIZIONE 2.1. — St dice suddivisione di (22, u) ogni successione It = (K),),

di sottoinsiemi misurabili di Q2 (eventualmente di misura nulla) tali che (i)
h=1

wWE,NE) =0 per ogni h=k, (i) u\Q\ UE,|]=0. Si definisce quindi
Subd(2, u) come la collezione di tutte le suddivisiont di (2, u).

DEFINIZIONE 2.2. — Per ogni E e Subd(R2, u) st definisce linsieme degli indi-
ct effettivi di E: Iy = {ieN: u(E;) >0}. Si introduce poi la sequente relazione
di equivalenza su Subd(Q, u): date due suddivisioni B, ¥, diremo che & ~F se
esiste una bitezione ¢ : Iy— Iy tale per cut u(E; A Fy;) =0 per ogni ielg
(AAB=(AUB\ANDB)). Infine, si costruisce la collezione di tutte le parti-
zioni misurabili di (2, u), ponendo

Part(2, u) = Subd(Q, u)/ ~ .



110 GIAN PAOLO LEONARDI

Nel caso in cui u(2) < o, si puo definire la seguente funzione:
d, (& F)=inf{0,(E,F):Ee8 FeTF},
dove &, Fe Part(Q, u) e 0 L, ) == E u(E; A F;). Si dimostra che questa fun-

zione € una distanza su Part(£2, u). Lo spaz1o metrico cosl generato risulta com-
pleto e separabile (qualora lo spazio di misura (L2, u) sia separabile rispetto alla
metrica dist(A4, B) = u(A A B)) e completo. Ulteriori proprieta, riguardanti in
particolare la caratterizzazione della convergenza metrica e 'equivalenza di me-
triche, vengono poi analizzate.

Successivamente, si considerano speciali partizioni di un aperto 2 cR", con u
misura di Borel, finita ed assolutamente continua rispetto alla misura di Lebe-
sgue, per cui l'area (n — 1)-dimensionale delle interfacce di separazione delle
componenti ¢ finita o localmente finita. Entra percio in g1000 il concetto di peri-

metro di una partizione dentro un aperto Ac Q: P(§, A) = — Z P(E;, A), dove
P(F, A) = sup { f divg(x) dax: ge Ci(A; RY), |9l < 1} e il perlmetro dell'insie-

me F in A (nel senso di De Giorgi, si veda [1]). Lo spazio delle partizioni di peri-
metro localmente finito (o di Caccioppoli) in Q viene indicato con CP(L).

Qui di seguito vengono riportati alcuni risultati fondamentali (si veda [2]), i
quali, potremmo dire, permettono alle partizioni di Caccioppoli di entrare a pieno
titolo nel dominio del Calcolo delle Variazioni: abbiamo infatti due teoremi (di se-
micontinuita e di compattezza) che, in base al metodo diretto, assicurano esisten-
za di soluzioni, mentre il terzo teorema (di struttura) costituisce un primo ma fon-
damentale passo verso la regolarita.

TEOREMA 2.1 (Semicontinuita). — Stano &, &, € Part(Q), h = , e St SUp-
ponga che &,— & (cioe d(§,, §) —0). Allora P(8, A) < hm 1nf P(éh, A) per ogni
aperto Ac Q.

TEOREMA 2.2 (Compattezza). — Supponiamo che &,e CP(Q), h=1,2,..., ¢
che sup P(§;,, A) < o per ogni aperto A relativamente compatto in Q. Allora
h

esiste una sottosuccessione kj, ed una partizione &,,eCP(Q), tale che &,— 8.

TEOREMA 2.3 (Struttura). — Sia & € CP(R) ¢ sia E e § una suddivisione arbi-
trariamente scelta. Allora

:}cn-l[g\(u E(1)U ,U~Si,<)] =0,
1 1<)

dove IC" ™1 rappresenta la misura di Hausdorff (n — 1)-dimensionale in R",
E;(1) Uinsieme dei punti di densita 1 per E;, ed infine Sy Uinterfaccia tra le
componentt E; ed E; (S;=0*E; N d*K;, con 3* indicante la «frontiera ridotta»
nel senso di De Giorgi).

Il contributo originale della tesi viene ora brevemente presentato.
Inanzi tutto, si & mostrata I'esistenza ed unicita della decomposizione in compo-
nenti «P-indecomponibili» di un insieme di perimetro finito. Pii precisamente,
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dato £ c R" di perimetro e misura finiti, si dira che £ ¢ P-decomponibile se esisto-
no E,, E;cR" entrambi con misura positiva, disgiunti, tali che E=FE,UFE, e
P(E) =P(E,) + P(E,). Viceversa, E sara detto P-indecomponibile qualora non
sia P-decomponibile. Sotto queste condizioni, si dimostra che esiste un’unica par-
tizione & di perimetro finito, tale che (a) P(8) = P(E), (b) R"\E & una componente
di &, (c¢) ogni componente di & diversa da R"\E & P-indecomponibile.

Si e quindi effettuato uno studio approfondito della tecnica del blow-up appli-
cata alle partizioni, con la quale & possibile esaminarne le proprieta locali (me-
diante osservazione in scala via via sempre piu piccola). Prima di passare alla de-
scrizione dei risultati, premettiamo la seguente definizione: siano &, Fe Part (R")
ed x,e R"; diciamo che F & un blow-up di & rispetto ad x,, ovvero Fe B 1§, xy),
se esiste una successione monotona crescente (1), di numeri reali positivi ten-
denti ad o, tale che, se si pone &, =x + 4,(8 —xy), la successione &, converge a
J. La famiglia B (8, x,) contenente tutti i blow-up di & rispetto ad x, gode di una
serie di proprieta, fra cui citiamo l'essere un «cono» rispetto alle dilatazioni, la
chiusura e, sotto opportune ipotesi, la connessione in Part(R"). Viene inoltre mo-
strato il seguente risultato: esiste una partizione I di perimetro finito in R" (det-
ta generatore universale), tale che BU(M, 0) = Part(R"), ovvero, a patto di sce-
gliere una successione opportuna di ingrandimenti di JIT vicino a 0, & possibile ot-
tenere, come limite, una qualunque partizione di R". Cio dimostra che le partizio-
ni di perimetro finito, pur possedendo buone proprieta che le distinguono dalle
partizioni generiche, possono presentare una notevole irregolarita locale.

Qualora le partizioni in esame verifichino certe condizioni di «quasi-minimali-
ta» rispetto al funzionale perimetro, si possono ottenere interessanti risultati ri-
guardanti il blow-up di tali oggetti.

Prima di tutto, conviene sottolineare che proprieta quali I'unicita del blow-up
(falsa, in generale) risultano a tutt’oggi sconosciute, ad esempio, per le partizioni
di area minima (fatta eccezione di alcuni casi particolari, come ad esempio quan-
do la dimensione dello spazio e sufficientemente bassa): nella tesi, peraltro, viene
considerato il problema dell'unicita e si ottiene un risultato affermativo sotto ipo-
tesi opportune.

Un altro fatto interessante & contenuto nel teorema seguente, cui si antepon-
gono alcune definizioni: data una partizione & e CP(£2), e preso un aperto Ac li-
mitato, si definisce deviazione dalla minimalita di § in A la seguente funzione:

W(§, A) = P(§ A) —inf {P(F, A): F & una variazione compatta di & in A}.

Diremo percio che & & una partizione di area minima in A se (8§, A) = 0; diremo
inoltre che & & debolmente minima in un punto x, € 2 se (8, B, (x,)) = e(v) "~ 1,
con &(r) infinitesima quando »— 0. Si definisce, infine, perimetro normalizzato in
B,(x) la seguente funzione: a ;(x, ») =" 1 P(§, B,(x)).

TEOREMA 2.4 (dell’Alternativa). — Sia 8§ € CP(R") debolmente minima in x e
st ponga | = hml inf ag(xe, ») ed L =lim supag(x, r). Allora vale la sequente al-

0
ternativa: se I =L allora ogni Fe %ll(& x) e una partizione conica di area Mmi-
nmma con ag=1; se invece | < L allora per ogni A e [l, L] esiste una partizione
e BUCS, x), conica e di area minima, tale che o e, = A



112 GIAN PAOLO LEONARDI

In breve, il teorema sopra citato implica che un’eventuale «irregolarita» del
blow-up di una partizione debolmente minima si accompagna alla presenza di un
«continuum» di partizioni coniche di area minima a due a due non isometriche
(fatto, quest’ultimo, che certamente non si verifica in R", » <4, e di cui non si ha
prove, né in senso positivo né in senso negativo, per n = 4).

Infine si & considerato un particolare problema variazionale su partizioni.
Sia Q un aperto limitato di R" e sia H = (H;); una successione di funzioni di
L'(2). Consideriamo il seguente funzionale: data &§ePart(22), si pone
(8 2) =P, Q)+ TlnfE f H;(x) dx. La struttura metrica ed risultati ottenu-

Led i g

ti in precedenza sulle partizioni di Caccioppoli (in particolare, quelli riguardanti
le partizioni con proprieta di minimalitd) vengono utilizzati per lo studio del pro-
blema di minimo associato a @y, il quale, in un certo senso, generalizza un noto
problema di frontiere con curvatura media prescritta introdotto da U.Massari
(si veda [1]). L’analisi effettuata contiene la dimostrazione dell’esistenza di solu-
zioni, il confronto con il problema classico e la soluzione del cosiddetto problema
1nwerso (data 8, trovare H tale che & minimizzi ®y) ed una discussione finale sulla
regolarita, il blow-up, la finitezza e le proprieta di densita delle soluzioni. Una
possibile interpretazione fisica riguarda il riempimento ottimale di un contenitore
2 mediante fluidi immisecibili scelti all'interno di un set di fluidi disponibili (la
particolarita sta nel fatto che la scelta dei fluidi & essa stessa un’incognita del pro-
blema). Un’altra applicazione rientra nell’ambito della segmentazione di immagi-
ni (alle H; si possono, in qualche modo, associare i toni di grigio di un’immagine
digitalizzata).
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