BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sezione A — La Matematica nella Societa e nella Cultura

ANGELICA ALBERICO

Regolarita delle soluzioni di equazioni ellittiche
lineari e non in casi limite

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 2-A—La
Matematica nella Societa e nella Cultura (1999), n.1S (Supplemento
Tesi di Dottorato), p. 63-66.

Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1999_8_2A_1S_63_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale ¢ consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non é consentito 'utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1999_8_2A_1S_63_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 1999.



La matematica nella Societa e nella Cultura
Bollettino U. M. 1.
(8) 2-A Suppl. (1999), pag. 63-66

Regolarita delle soluzioni di equazioni ellittiche lineari
e non in casi limite.

ANGELA ALBERICO

Oggetto della tesi & lo studio di alcune proprieta di regolaritd delle soluzioni
del problema di Dirichlet relativo ad equazioni ellittiche, lineari e non. Particola-
re attenzione & stata dedicata allo studio dei casi limite. Per chiarire cosa si inten-
de con il termine «casi limite», si consideri, a titolo di esempio, il seguente proble-
ma modello:

n
Z (@j%y)y, =9 in 2,
,j=1
u=0 su 092,
dove £ & un aperto limitato di R", n = 3 e i coefficienti a;; sono funzioni misurabili,
limitate e soddisfacenti I'ipotesi di uniforme ellitticita:

2 (ay(®) E;E;)=v|E|?, VEeR", per qo. zeQ,

n
,j=1

con v costante positiva.

Risultati classici stabiliscono che supposto g e L"(£2), allora se 2n/(n + 2) <
r<n/2, ueLi(Q), dove ¢ =nr/(n — 27), mentre se r > n/2, u & holderiana (cfr.
[6]). Per il caso limite » = n/2 & stato provato, in particolare, che se g e L™%(R), al-
lora u appartiene allo spazio di Orliez L, (£2), generato dalla funzione di Young
() =exp (|t|"™~2) -1 (cfr. [4]).

Un modo di raffinare i risultati appena esposti & stato quello di considerare il
caso in cui la funzione g appartiene agli spazi di Lorentz L™? 9(R), al variare di q
trale + . 1 stato provato che per ¢ =1, la soluzione u & continua e limitata,
mentre per 1 <g¢ < o, u appartiene allo spazio di Orlicz L, (£2) generato dalla
funzione di Young ¢ ,(¢) =¢!!" —1, con ¢’ = g/(qg — 1) (cfr. [4]). Cib significa che
esiste 8> 0 tale che

feﬁlu(”'q'dx< + oo,
Q
1. - Regolarita per equazioni lineari.

Le problematiche appena esposte sono state estese al caso di equazioni lineari
. complete di termini di ordine inferiore. Si consideri il seguente il problema di Di-
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richlet relativo ad un’equazione ellittica lineare:

2 (U )+ 2 (bju), + diug) +cu= 2 (fi),,+g in Q,
3) i,j=1 A = ' ' =1

u =10 su 09,

dove £ & un aperto limitato di R”, n = 3 e i coefficienti a;; sono funzioni misurabili,
limitate e soddisfacenti 'ipotesi di uniforme ellitticita (2). Si dimostra che se u &
l'unica soluzione del problema (3) e se |d| e L™(R), |b|, |f] el (Q)ec,ge
L"%1(Q), allora u & limitata e continua in Q (cfr. [3]). Modificando in maniera op-
portuna le ipotesi sui coefficienti e sui dati, sono stati estesi tali risultati ad un
problema ellittico degenere del tipo (3), in cui i coefficienti a; soddisfano la se-
guente condizione:

13
P l(aij(x)&rfj)BV(x)|§|2, VEecR", per qo.zef,
i,j=

dove v & una funzione avente fissata sommabilita (cfr. [3]). Si dimostrano, poi, sti-
me per % in spazi di Orlicz.

2. — Regolarita per equazioni lineari nel caso bidimensionale.

Risultati analoghi sono stati ottenuti anche per il caso bidimensionale. Si con-
sideri il problema

i (A3 Uy, ), + CU = in Q,
(€)) i j=1 I
u=>0 su 0Q,
dove & un aperto limitato di R?, i coefficienti a;; sono funzioni misurabili, limita-
te, soddisfacenti l'ipotesi di uniforme ellitticita (2) e c¢(x) = 0 in Q. Si provano i ri-
sultati che seguono (cfr. [2]):
a) se geL log L(Q), allora u & limitata e continua in £;

b) se ge L1 9(Q), |lglh.,<1, 1 <g< o, Q & regolare, ad esempio Hj-am-
missibile, allora

feﬂ'“(”)lq'dx <c(n)|R|, VB< (4n)7;
2

c) se ge G(RQ), f |dg| <1, 2 & regolare, ad esempio Hj-ammissibile,
allora e

fem“(”)' de < n
2 dn—p

2|, VB<4x.
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La parte dedicata al caso bidimensionale si conclude con un’applicazione del risul-
tato ¢) al cosiddetto fenomeno di «blow-up» per problemi del tipo

n

= 2 (@) +eu=V(x)e* in Q,
i =1

u=70 su 992

con VeL?(2), pe(1, +x].

3. - Equazioni non lineari.

Molte proprietd ottenute per equazioni lineari possono essere ritrovate per
una classe di equazioni non lineari. Precisamente, si considerino problemi ellittici
non lineari del tipo:

—div(a(x, u, Du)) =divf in Q,
u=0 su 092,

dove Q denota un aperto limitato di R, 1 <p <n e la funzione a : Q X R X R*—
R"™ e una funzione di Carathéodory tale che:

la(x, 7, &) | SL(1+ |E|P7Y),
a(x, n, &) E=v|E|P.

Anche per questo tipo di problemi sono noti risultati di regolaritd in casi limite
simili a quelli ottenuti nel caso lineare (cfr. [5]). Nella tesi, tenendo conto delle
possibili applicazioni a risultati di non esistenza per equazioni contenenti termini
che crescono esponenzialmente in %, si estendono al caso non lineare alcune pro-
prietd degli autovalori di problemi lineari. Consideriamo il problema agli
autovalori:

—div((ADu, Du)?~2”2ADu) = im(x) u|u|? "% in Q,
u=0 su 0%,

dove Q & un aperto limitato e connesso di R”, A >0, 1 <p<mn, m(x) >0 & una
funzione soddisfacente alcune ipotesi di sommabilith, la matrice A=
{a;(®)}; -1, . » € simmetrica e i suoi coefficienti verificano la condizione di uni-
forme ellitticita. Si dimostra che il primo autovalore 4, ¢ semplice e che verifica
una disuguaglianza tipo Faber-Krahn (cfr. [1]). Inoltre, si dimostra una disugua-
glianza tipo Payne-Rayner la quale stabilisce che se % & un’autofunzione positiva
del problema (4) corrispondente al primo autovalore 4,, allora

fm*u*vdt$ﬁfm*u*th,
Q Q
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dove 0 <g<r< »,f=p(n,q,r p, A, euna costante e m™* e u* denotano, ri-
spettivamente i riordinamenti decrescenti di m e u (cfr. [1]).
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