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Schemi risolutivi per la costruzione 
di curve interpolanti vincolate. 

MARIA LUCIA SAMPOLI 

Negli ultimi decenni il problema di una efficiente rappresentazione di curve e 
superfici ha dato luogo ad una viva attività di ricerca. Tale problema infatti rive­
ste un ruolo cruciale nella progettazione di una grande varietà di prodotti indu­
striali, quali carrozzerie di automobili, scafi di navi, fusoliere di aereoplani, ed an­
che nella descrizione di fenomeni di natura geologica, fisica e medica. 

La definizione e lo sviluppo di modelli matematici che possano descrivere tali 
oggetti o fenomeni reali e la messa a punto di algoritmi che permettano che tale 
operazione venga effettuata in modo efficiente dal punto di vista computazionale 
costituisce il settore di ricerca della Computer Aided Geometrie Design. 

A questo proposito lo studio dei problemi dell'interpolazione e dell' approssi­
mazione vincolata ha ricevuto negli ultimi anni un notevole impulso, ed in questo 
ambito va collocato lo studio della costruzione di curve interpolanti sottoposte a 
vincoli. Tale impulso è motivato dal fatto che in molte applicazioni è richiesta la 
costruzione di una curva che soddisfi non solo le classiche condizioni di passaggio 
per determinati punti (interpolazione), ma anche altri requisiti dettati dal conte­
sto in cui la curva viene costruita. 

Per esempio, nelle applicazioni industriali le «linee caratteristiche» del tetto 
di una automobile non dovrebbero avere gobbe o variazioni brusche, ma piuttosto 
essere convesse e variare dolcemente, oppure la rete di curve che definisce la su-
peficie della coda di un aereoplano non dovrebbe presentare delle oscillazioni che 
potrebbero inficiare le proprietà aereodinamiche della superficie risultante. In 
questi casi i vincoli sono dati dall'imporre la regolartà delle curve (smoothing) ed 
il mantenimento della forma (shape-preserving). Inoltre, quando dobbiamo inter­
polare un insieme di dati desunti da misure sperimentali, alcuni di essi possono 
essere affetti da errore, per cui se ne conosce solamente un intervallo di variabili­
tà. Questo tipo di situazione dà origine ai cossiddetti problemi di interapprossima-
zione, dove oltre alle condizioni di interpolazione bisogna soddisfare anche vincoli 
che tengano conto delle regioni di variabilità. Infine nella riproduzione su mappe 
topografiche di particolari zone del territorio o nella ricostruzione di funzioni che 
descrivono un fenomeno chimico o fisico è importante interpolare i dati a disposi­
zione in modo tale che la funzione risultante mantenga il comportamento qualita­
tivo dei dati sperimentali, conservando, per esempio la monotonia o la positività 
dei dati stessi. 

In questo lavoro di tesi viene studiato il problema della costruzione di funzioni 
e curve parametriche interpolanti dati assegnati e soggette a vincoli. La tesi è co­
stituita da due parti. Nella prima parte vengono considerati alcuni problemi ma­
tematici particolari e per ciascuno di essi viene proposto un nuovo metodo risolu­
tivo ed un algoritmo per una sua efficiente implementazione. Nella seconda parte 
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viene sviluppata una teoria generale che permetta di risolvere con lo stesso sche­
ma (usualmente chiamato schema astratto) problemi differenti. In particolare 
viene presentato un nuovo schema astratto, che può essere applicato ad una gran­
de varietà di problemi di interpolazione vincolata. 
Più in dettaglio, nell'ambito degli schemi ad hoc, viene studiato un problema di 
interpolazione funzionale con vincoli di forma e viene presentato un nuovo sche­
ma locale per l'interpolazione alla Hermite comonotona, con continuità C1 (vedi 
anche [7]). La funzione risultante s(x) è costruita mediante tecniche parametri-
che, considerando il grafico della funzione x—>s(x) come sostegno di una curva 
parametrica, (x(t), y(t)), dove x(t) è strettamente crescente. In particolare viene 
studiato il caso in cui la prima componente è data da una funzione quadratica a 
tratti, mentre la seconda da una funzione cubica; in questo modo si ha la semplici­
tà strutturale delle funzioni quadratiche, mantenendo il buon ordine di approssi­
mazione delle cubiche. A questo proposito il risultato principale dimostrato è dato 
dal seguente teorema: 

TEOREMA 1. - Sia fe.Cl[Xi, xi + 1], 1 = 2, 3, monotona crescente. La funzione 
s(x) costruita con lo schema proposto è comonotona con i dati ed esistono delle 
costanti Kt, dipendenti da / , tali che 

\s(x)-f(x)\^Klh
l
i, xe[xi9xi + 1], O^i^n-1, 1 = 2,3. 

Inoltre se f^C4[x0, xn] è montona crescente in [xi, xi + ì], tale che se / ' (£) = 
fi2)(è) =/(3)(£) =/ (4 )(£) = 0, £e [x0, xn], esistono delle costanti posivive ô%<1, 
C + ,C~ ,es,r^S, per cui sihaC~(x- £)s ^f (x) ^C + (x- | ) s , per x e [ ^ + 
<J*), e C-(Ç-xy^f'(x)^C + (£-xY, perxe(Ç-ôç, & 

Allora, per ^ - > 0 , esite una costante K, dipendente da f, tale che 

\s(x)-f(x)\^Khf, xe[xi9xi + 1], 0^i^n-l; 

Il metodo proposto fornisce delle soluzioni che soddisfano anche dei requisiti 
estetici (visually pleasentness) e la cui forma può essere facilmente controllata 
mediante alcuni parametri significativi. Infine viene presentato un algoritmo lo­
cale per la determinazione di tali soluzioni. 

Il secondo problema analizzato è dato dal problema deirinterapprossimazione 
che consiste nel costruire una curva che interpoli determinati punti assegnati e 
«attraversi» alcune regioni assegnate. Viene dimostrato come questo tipo di pro­
blemi può in effetti essere ricondotto ad un problema di interpolazione vincolata, 
dove i vincoli sono determinati dalle regioni di approssimazione. In particolare 
viene studiato il caso della costruzione di curve parametriche nel piano e nello 
spazio mediante Fuso di funzioni B-splines non uniformi e viene proposto un nuo­
vo metodo in cui la curva risultante è ottenuta mediante la minimizzazione di un 
opportuno funzionale di fairness, che può essere interpretato come Y energia ela­
stica associata alla curva. Così facendo, anche in questo caso, le soluzioni soddi-
sferanno anche il fatto di essere visually pleasing. 

Infine l'ultimo metodo ad hoc presentato costituisce un nuovo approccio per la 
costruzione di curve parametriche interpolanti nello spazio, che abbiano la conti­
nuità del vettore tangente e del vettore curvatura (usualmente queste condizioni 
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sono riassunte con il termine di continuità G2), requisiti che sono molto importan­
ti nelle applicazioni industriali. Inoltre lo schema proposto dà luogo ad una curva 
che mantiene l'andamento dei dati (shape preserving), nel senso che riproduce la 
convessità e le inflessioni che sono suggerite dai dati. La curva risultante è 
espressa mediante una funzione a tratti parametrica cubica e razionale ed è otte­
nuta come soluzione di un problema di ottimizzazione vincolata i cui vincoli sono 
appunto dati dalle condizioni sopra imposte. Anche in questo caso viene proposto 
un algoritmo completamente automatico, che seleziona tra le soluzioni possibili 
quella che soddisfa anche dei requisiti estetici ([5]). 

Dagli esempi numerici proposti si può vedere come i metodi presentati siano 
in effetti efficienti e diano risultati soddisfacenti quando sono applicati alla classe 
di problemi per i quali sono stati costruiti, ma, come qualsiasi altro metodo ad 
hoc, hanno lo svantaggio di essere difficilmente applicabili ad un altro tipo di pro­
blema, anche se sempre di interpolazione vincolata. 

D'altro canto, si può osservare come la maggior parte degli schemi costruiti 
per risolvere problemi di interpolazione vincolata seguano una procedura comune 
che può essere messa in evidenza per la formulazione di un approccio unitario 
adattabile ed applicabile anche a problemi differenti. Questo approccio unitario è 
appunto rappresentato da schemi detti astratti, dove il termine astratto non si­
gnifica una generalizzazione a spazi astratti, ma piuttosto si riferisce all'obiettivo 
di sviluppare una teoria che possa dare una struttura comune in cui ogni singolo 
problema possa essere inquadrato. 

I primi schemi astratti sono stati sviluppati alcuni anni fa in [6] e indipenden­
temente in [2] e [3]. In tali lavori viene presentato uno schema astratto per la co­
struzione di funzioni monovariate soggette a vincoli separabili. Nonostante che 
questo schema algoritmico sia stato formalizzato in modo generale, la sua applica­
bilità pratica è limitata a problemi ad un solo parametro, cioè, dato che la costru­
zione è sempre fatta mediante funzioni a tratti, a problemi in cui si abbia un solo 
parametro associato ad ogni nodo (due per ogni tratto). Questa limitazione con­
sente di applicare tale schema solo a problemi di interpolazione funzionale, ma 
non, ad esempio, a problemi di interpolazione parametrica, che invece costituisco­
no uno dei campi più attivi di ricerca nell'ambito della Computer Aided Geometrie 
Design. 

Scopo della seconda parte del lavoro di tesi è pertanto quello di sviluppare una 
nuova teoria e mettere a punto un nuovo schema astratto che possa essere appli­
cato a problemi con più parametri. In particolare viene studiato il caso di problemi 
dipendenti da due parametri. L'idea alla base del nuovo schema è quello di divi­
dere lo spazio delle soluzioni in sottospazi ad una dimensione così da poter appli­
care i risultati ottenuti nel caso di un solo parametro. Per mettere in relazione i 
vari sottospazi si sono definite delle appropriate funzioni multivoche ([1]) e si è di­
mostrato come lo spazio delle soluzioni sia dato dall'intersezione di opportuni sot­
toinsiemi costruiti come immagini (dirette e inverse) di tali funzioni multivo­
che. 

Nel caso di due parametri (per esempio u e v), chiamato con D lo spazio 
globale delle soluzioni e con DU e DV la sua proiezione nei due spazi parametrici, 
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e posta <P la funzione multivoca che li mette in relazione, il risultato chiave 
che è stato dimostrato è dato dal seguente teorema 

TEOREMA 2. - L'insieme D è non vuoto se e solo se 3>(DU) n DV è non vuoto. 
Se v e ^(DU) n DV allora esiste U*E<I>~1{V) tale che (u, v) e D. 

Il problema è così ricondotto a trovare un punto nell'intersezione di due insie­
mi opportuni. Si è quindi dimostrato come questo passo possa essere risolto appli­
cando un metodo di proiezioni alternate. 

Lo schema proposto è molto generale dal momento che permette di considera­
re ogni tipo di vincolo e pertanto può essere applicato ad una grande varietà di 
problemi. Inoltre anche in questo caso può essere considerato un funzionale di 
fairness, che permette di migliorare la forma finale della soluzione. 
Nell'ultima parte della tesi viene poi spiegato l'utilizzo del nuovo schema median­
te una applicazione al problema della costruzione di curve parametriche interpo­
lanti aventi continuità C1 e sottoposte a vincoli di forma. In particolare viene con­
siderato l'uso di funzioni spline cubiche ed è messo a punto un algoritmo che viene 
applicato ad alcuni esempi numerici (vedi [4]). 
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