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Modelli geometrici in termomeccanica classica 
dei continui con applicazioni a fenomeni irreversibili. 

PATRIZIA ROGOLINO 

1. - Processi in un fibrato termodinamico. 

Utilizzando ed opportunamente generalizzando la teoria sviluppata da Cole-
man-Owen [2], nella tesi, viene proposta una formulazione geometrica dei proces
si negli spazi termodinamici, con esplicito riferimento al caso in cui la loro struttu
ra non sia a priori fissata ma possa variare al variare del tempo. In questo caso ri
sulta definito lo spazio degli stati istantaneo ad ogni istante di tempo t e, come per 
la formulazione quadridimensionale della Meccanica Classica [1] sull'universo ne
wtoniano Ti, si rende necessario operare sull'unione (disgiunta) di tutti questi 
spazi degli stati istantanei, che costituisce una sorta di «universo termodinami
co». 

Considerato quindi un elemento materiale si suppone che sia definito univoca
mente il suo spazio degli stati in ogni istante di tempo t, denotato con Bu che si 
assume abbia la struttura di varietà differenziabile finito-dimensionale. La dipen
denza di Bt dal tempo t può corrispondere, per esempio, all'insorgere di fenomeni 
di transizione di fase, oppure all'evoluzione di variabili «nascoste» (per esempio, 
variabili interne). Lo «spazio totale degli stati» può essere quindi definito come 
unione disgiunta: 

(1) S=U{t}xBt 

con una struttura naturale di varietà fibrata sulla retta reale R, dove scorre il 
tempo, opportunamente individuata dalle ipotesi fisiche a priori sul sistema ter
modinamico considerato (ovvero, da leggi di natura «costitutiva» che ci dicano co
me le fibre Bt si incollano tra di loro al variare di t). Questo spazio è detto per sem
plicità fibrato (o universo) termodinamico. Lo spazio dei processi Jt è costituito 
da funzioni 

(2) Pt
A:[t0,tf]-^S 

dove [t0, tf] è un qualsiasi intervallo di tempo lo spazio g è un opportuno spazio 
vettoriale suggerito dal modello, l'apice A distingue i diversi processi e teR è 
detto durata del processo Pf-. Ciascun processo ha le seguenti proprietà: 

(i) 3D : R x II—» cP(S0), detta funzione dominio; B0 = Bk è lo spazio de
gli stati iniziali, dove ^(BQ) é Vinsieme delle parti di B0; Vinsieme D^ = D(P^) 
è il dominio delVA-esimo processo di durata t = tf-t0. 



172 PATRIZIA ROGOLINO 

(ii) 3R : R x n-^tfiBf), detta funzione rango (o codominio); il sottoin
sieme Rf = R(Pf) dello spazio degli stati istantaneo Bf=Btf relativo all'istante 
finale individua il rango delVA-esimo processo; 

(iii) esistono processi ottenuti dalle restrizioni 

(3) Pf = Pt
A\[ktT] (r<t) 

denominati processi ristretti. 

Inoltre, fissato un processo resta determinata una mappa Q , detta trasforma
zione indotta dal processo 

(4) Q:Rxjt^C°(B0,Bf) 

tale che per ogni coppia (t, PA) e i ï x n si abbia 

(5) Qf = Q(Pt
A):Dt

A^Rt
A 

Definita ora una funzione del tempo nel seguente modo: 

\Qi(b) re]«o,fy] 

una trasformazione per il sistema è una curva nello spazio totale degli stati defini
ta mediante la seguente mappa: 

(7) ab:R^S 

tale che per ogni trivializzazione locale del fibrato termodinamico S si abbia: 

(8) ob:t»(t,Xb(t)) 

con Xb stato relativo all'istante considerato. 
La funzione ab individua una sezione del fibrato termodinamico S. 

2. - Un'applicazione agli elementi materiali semplici. 

L'autore applica la struttura geometrica sopra citata al caso di un elemento 
materiale semplice [4]. Gli stati sono dati dal gradiente di deformazione F, dall'e-

nergia interna specifica indicata con u e dal vettore /3= - —grad—, dove /u è la 
ju 6 

densità di massa e 0 la temperatura. Si considerano deformazioni omogenee, che 
siano quindi indipendenti dai punti materiali e dipendano solo dal tempo. Il pro
cesso è così definito: 

(9) Pt(r) = [L(r), h(r\ y(r)] 

dove L è il valore istantaneo del gradiente di velocità, y = fi, h= - — divq e q è il 

vettore flusso di calore. Vengono, inoltre, introdotti dei campi stazionari sul fibra
to termodinamico RxB, cioè il campo dello stress: 

(10) T:RxB^Sym(V) 
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e della temperatura assoluta 

(11) 6:RxB^R + + 

Le equazioni differenziali che caratterizzano il sistema sono: 

(12) 

F(r)=L(r)F(r) 

%(r) = T(b)-L(r) + Mr) 

fi{x) = y{t). 

Queste, in realtà, determinano un morfismo lineare G : TB-+TB sul fibrato tan
gente TB, ovvero: 

(13) G :(F, u, fi, L, h, y) ~ ( F , u, fi, F, ù,'fi) 

Svi fibrato delle evoluzioni, RxTB, si definisce una funzione reale, detta «fun
zione entropia», ponendo: 

(14) s(Qt,b,t) = ) —-—dr + jq[b(r)]'l3(r)dr 
o 0[b(r)] o 

in modo che nel fibrato termodinamico RxB risulti anche definita una 1- forma 
Qs, detta «I-forma entropia», il cui integrale lungo ogni curva o soluzione delle 
(12) dia esattamente s, definita come segue: 

(15) 
TF -1 1 

Qs = dF + —du + q-/M 
6 0 

Applicando l'operatore di differenziale esterno alla I-forma e utilizzando le pro
prietà naturali del differenziale esterno si ricavano le seguenti espressioni: 

0 = 3. [ i ] , 0 = 3^/*]. 

= 3F[q-£], 3,[i]=ajq^], 0 = 3 ^ - ^ ] , 

Queste relazioni danno una condizione necessaria per l'esistenza della funzio
ne entropia durante il processo analizzato. 

3. - Il caso delle variabili interne. 

In molti casi importanti dal punto di vista fisico, un sistema termodinamico 
non può essere considerato in equilibrio locale e perciò la descrizione della sua 
evoluzione richiede un'estensione della termodinamica classica, ad esempio me
diante l'introduzione di ulteriori variabili, con il ruolo di variabili dinamiche, che 
vengano considerate nei fenomeni dissipativi che possono svilupparsi durante 
l'evoluzione. 

Se uno di questi campi aggiuntivi non è facilmente misurabile si dice che si 
tratta di una variabile interna. L'autore considera, inoltre, un elemento materia-
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le sottoposto a processi irreversibili fuori dall'equilibrio caratterizzandolo spa
zialmente da una variabile interna a. Si suppone che il flusso dell'entropia e il 
flusso di calore siano legati da una relazione del tipo: 

(16) J s = - q + k 
e 

dove k è la densità dell'extraflusso di entropia che, seguendo Maugin, [3] è così 
1 dW 

definita: k = — B à dove B = eW = u- sO è l'energia libera per unità di vo-
lume. Lo spazio degli stati B è ora costituito dalle variabili (F , u, fi, a, Va) e il si
stema di equazioni risulta così modificato: 

F ( r ) = L ( r ) P ( r ) 

ù(T)=T(b)-L(r) + fc(r) 
(17) 

fi(r) = y(T) 

^ = - V - J a + A V 2 a 
at 

dove Di è un coefficiente numerico che può essere ricavato in funzione dei coeffi
cienti fenomenologici usando i metodi della Termodinamica del non-equilibrio, V2 

è un operatore di diffusione e Ja= - Di Va. 
In maniera analoga al caso degli elementi semplici si trova la seguente espres

sione per la funzione entropia: 

f T F " 1 1 / 1 \ B 
(18) s(gt, b,t) = J d F + -du + q-fidr-V-l - B d a - —d(Va) 
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