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Regolarità delle soluzioni 
di alcune equazioni paraboliche non lineari. 

GIULIA SARGENTI 

1. - Introduzione. 

Lo studio delle equazioni paraboliche singolari e degeneri ha avuto un forte 
impulso a partire dai primi anni '80. L'interesse per questa classe di equazioni -
oltre che matematico - era anche fisico in relazione alla possibilità di descrivere 
alcuni fenomeni diffusivi con cambiamento di fase quali - ad esempio - il proble­
ma di Stefan e l'equazione dei mezzi porosi. Un modello generale di tali equazioni 
è il seguente: sia Q un aperto limitato contenuto in R^, QT = Q x (0, T) un cilin­
dro parabolico contenuto in R^+1, a = (ax, ..., aN) e 6 = (bx, ..., bN) funzioni mi­
surabili definite in QTxRN + 1 soddisfacenti per q. o. (x,t)t=QT le seguenti 
condizioni 

(1) 

a(xy t, u, Dxu)-Dxu^ C0 \Dxu\p - cp0(x, t) 

\a(x, t,u,Dxu)\ ^Ci |Z}^ | P _ 1 + <?!(>, t) 

[ \b(x, t, u,Dxu)\ ^C 2 \Dxu\p~1 + (p2(x, t) 

dove C0, Ci, C2 sono costanti positive e cp0, cpx, cp2 sono funzioni non negative, mi­
surabili e opportunamente sommabili. Consideriamo il problema 

I (fi(u))t = div(a(#, t, u, Dxu)) + b(x, t, u, Dxu) in (D'(QT) 

weZ&(0,r ;W& p (O)) . 

con /?(•) grafico monotono massimale non decrescente definito in R x R. Fra i ri­
sultati più brillanti relativi alla regolarità delle soluzioni deboli del problema (1) 
(2) citiamo la continuità dimostrata da Di Benedetto in [2] solo nel caso p = 2 e 
con il grafico /?(•) caratterizzato da una discontinuità di prima specie localizzata 
nell'origine ed affine altrove. Solo nel '95, in [3], la regolarità è stata estesa al caso 
in cui /?(•) fosse singolare in più punti ma con la notevole semplificazione tecnica 
a= (ox, ..., aN) =Dxu, 6 = (61? ..., bN) = 0. In questa tesi studiamo dei proble­
mi parabolici non lineari che generalizzano gli esempi citati. Inizialmente presen­
tiamo un problema del tipo (1) (2) formulando - sulla scia di [3] - ipotesi più gene­
rali sul grafico /?(•); al di là dell'interesse puramente matematico c'è anche la pos­
sibilità di poter ampliare la gamma dei fenomeni fisici descrivibili: il problema 
della transizione multipla di fase o il modello Buckley-Leverett del flusso poroso 



136 GIULIA SARGENTI 

di due sostanze immiscibili e incomprimibili ne costituiscono un esempio. Succes­
sivamente affrontiamo il caso in cui la parte principale delle equazioni studiate -
pur rimanendo in forma di divergenza - non esibisce più una crescita standard, 
come quella descritta in (1), rispetto il gradiente \Dxu\. 

2. - I problemi studiati e i risultati ottenuti. 

D'ora in poi assumeremo sempre che il grafico monotono non decrescente /?(•), 
definito in R x R, soddisfi le seguenti condizioni: 

(3) 

r WiCfiiSt), w1-w2^c0(s1-s2) V^eR, i = l , 2 

c0 costante positiva fissata; 

per ogni M > 0 sup sup |w| < œ . 
J s J ss M wcjS(s) 

Sostanzialmente ammettiamo che in ogni intervallo finito ( - M , M) il grafico 
/?(•) possa avere una o più discontinuità di salto e che in alcuni punti possa esibire 
una crescita verticale di tipo esponenziale. Possiamo inoltre supporre, e lo faremo 
per motivi tecnici, che le soluzioni deboli dei problemi che presenteremo siano 
«sufficientemente regolari» ovvero che siano essenzialmente limitate in Q T e che 
siano il limite - in topologie deboli opportune - di soluzioni regolari di problemi 
parabolici approssimanti quelli assegnati ottenuti in corrispondenza di grafici /?(•) 
regolari: tale ipotesi non è restrittiva e può essere formulata grazie ai teoremi di 
esistenza. Consideriamo il problema (l)-(3); nel caso in cui 

I a(x, t, u, Dxu) = \Dxu\p~2Dxu , p>2 

b(x, t, u, Dxu) = 0 

dimostriamo - estendendo la tecnica introdotta in [3] - il seguente risultato. 

TEOREMA 2.1. - Sia u una soluzione debole essenzialmente limitata del pro­
blema (2)-(4). Allora u è continua in QT. Inoltre, per ogni compatto Qjz Q T, pos­
siamo determinare a priori - in dipendenza solo dei dati del problema e della 
distanza di Q dalla frontiera parabolica di Q T - il modulo di continuità. 

Nel caso più generale (l)-(3), il teorema continua a sussistere quando N ^ p 
mentre, se N>p, abbiamo solo la regolarità parziale delle soluzioni. Tuttavia, il 
risultato di regolarità parziale ottenuto è molto fine, trattandosi di una stima - in 
termini dei dati del problema - di tutte le misure esterne di Hausdorff (di ordine 
N -p) dell'insieme singolare delle soluzioni cioè dell'insieme 

Z= {xeX: 3te(0, T) tale che (x, t) è un punto di discontinuità di u} 

X sottoinsieme compatto di Q. La differenza tra i due risultati ottenuti è spiega­
bile accennando euristicamente alla dimostrazione. Una soluzione debole del no-
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stro problema è continua in un fissato punto (x0, t0) e Q T se esiste una famiglia di 
intorni, con centro in (x0, t0), in corrispondenza dei quali l'oscillazione essenziale 
di u decresce a zero al decrescere del diametro di tali intorni. La situazione più 
favorevole che può verificarsi è quella in cui la misura degli insiemi di positività 
delle funzioni troncate (u-k)±, fceR opportunamente scelto, può essere «con­
trollato» dalla misura dell'intorno prefissato; se ciò non avviene, dobbiamo distin­
guere due casi: il caso N^p - sostanzialmente più semplice - e il caso N>p. Il 
primo caso può ricondursi alla situazione «favorevole» appena descritta. Nel se­
condo caso introduciamo un problema di Dirichlet, con opportune condizioni ini­
ziali, associato alla nostra equazione e studiamo la regolarità delle sue soluzioni. 
Ed è la radialità di tali soluzioni - dovuta all'indipendenza esplicita di 
a(x, t, u, Dxu) = \Dxu\p~2Dxu rispetto (x, t) - a determinare la differenza di 
risultato tra il caso più generale (l)-(3) e quello più semplice con il p-laplaciano. Il 
metodo dimostrativo descritto è estremamente duttile e ciò ci permette di sperare 
nella sua applicabilità anche a modelli molto diversi dal tipo finora esposto. In 
questa direzione abbiamo successivamente considerato due problemi «fortemente 
non standard». Il primo nasce sulla scia di alcuni lavori che sono stati sviluppati 
solo in campo ellittico e variazionale [5]; introduciamo la funzione F : R x R̂ —> 
R, (77, z) *->F(r), z) e, per ogni rj eR e per ogni zeRN, assumiamo che sia limitata 
quando |z| ^ 1 mentre, se |z| > 1, supponiamo che per q. 0. (x,t)eQT 

(5) C^z^-^Fiv^), \F(V,z)\^C2\z\p~2, 

con p > < 7 > 2 e C 1 ^ C 2 costanti positive. Anche per le soluzioni del problema (3) 
(5) (6) 

(6) 

(P(u))t = div(F(u, Dxu) Dxu) in 0)'(QT) 

F(u, Dxu)Dxu^Lic{QT) 

sussiste l'analogo del teorema 1. L'applicazione del metodo precedentemente de­
scritto risulta tecnicamente difficile nella parte iniziale (corrispondente ora al ca­
so N ^ q), non solo per la minima regolarità richiesta alle soluzioni del problema e 
alla parte principale dell'equazione, ma principalmente per la crescita p-q esibita 
dalla funzione (77, z) *-*F(rj', z). In tal senso è necessario supporre che tale funzio­
ne sia ulteriormente regolare, più precisamente che sia continua in rj, uniforme­
mente continua in z: ciò ci permette di «stabilizzare» localmente la sua crescita. 
Passiamo ora all'ultimo modello presentato nella tesi il quale descrive un proces­
so diffusivo caratterizzato da una coercitività anisotropa. Introdotti gli spazi di 
Sobolev non isotropi LPi(0, T; WhPi(^)) formati dalle funzioni v<=LimhiiPi)(QT) 
con derivata debole Dx.v<=LPi(QT) per ogni i = 1, ..., N, consideriamo il proble-
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ma (3) (7) 

(7) 
W ) f = 2DXi(\DXiu\K-2DXiu) in OKQT) Pì>2 Vi = 1, ..., N 

2 = 1 

ueL&(0,T;W&*(Q)). 

C'è una vasta letteratura relativa al caso stazionario mentre solo recentemen­
te in [6] - riprendendo il modello descritto in [1] - è stato dimostrato un risultato 
di regolarità globale L °° per un'equazione parabolica simile alla nostra ma con 
/3(u) =u. Indipendentemente dalla bibliografia citata e prendendo spunto dalla 
tecnica usata in [4], abbiamo inizialmente stabilito una stima L£. per le soluzioni 
del problema (3) (7); in seguito abbiamo dimostrato la continuità delle soluzioni, 
determinando - anche in questo caso - il modulo di continuità a priori. Il metodo 
dimostrativo applicato ai problemi (2)-(4), (3) (5) (6), è stato sostanzialmente mo­
dificato essendo ora reso in parte inefficace dalla non isotropia degli spazi 
LPi(0, T; Wl'Pi(Q)). Osserviamo che - scelta una geometria appropriata per la 
famiglia di intorni centrati in un fissato punto (x0, t0)e.QT- nel caso in cui la mi­
sura degli insiemi di positività delle funzioni troncate (u-k)±, / ceR, sia «con­
trollata» dalla misura di tali intorni, la soluzione è continua e il modulo di conti­
nuità è hôlderiano. Se ciò non accade, introdotto subito un problema di Dirichlet 
con opportune condizioni iniziali associato alla nostra equazione, stabiliamo la re­
golarità delle sue soluzioni sfruttando un teorema di immersione degli spazi 
LPi(0, T; W1,Pi(Q)) in certi spazi di Lebesgue (dimostrato in [6]) insieme ad una 
disuguaglianza iterativa dimostrata da Stampacchia. 
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