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G-Geometrie omogenee e uniformizzazione. 

ADRIANO TOMASSINI 

L'oggetto principale di questa Tesi è lo studio delle varietà localmente model
late su spazi omogenei, con particolare riguardo a quelle localmente isomorfe allo 
spazio modello X:= SO(2n, R)/U(n) e Aut Hol(X)-omogenee. Più precisamente, 
sia G un gruppo di Lie e H un suo sottogruppo chiuso: una varietà topologica M si 
dice localmente modellata su G/H (oppure che è dotata di una (G/H, G)-geome-
tria integrabile o di una G-geometria), se esiste un ricoprimento aperto 
11 = (Ui)ieI di M tale che, per ogni i e / , sia assegnato 

(PiiUi^xpdUJcG/H, 

omeomorfìsmo, la cui immagine sia un aperto di G/H, in modo che, se Ui fi Uj ^ 0, 
allora 

cpjocpl1: (piiUiH Uj)-*<pj(Uin Uj), 

sia la restrizione di un elemento del gruppo G. Una varietà M con una G-geome
tria si dice una G-varietà. 

La definizione di G-geometria può essere data anche in un contesto più gene
rale, senza assumere che il modello locale sia uno spazio omogeneo. In tal caso, in 
luogo di G/H, si considera una varietà differenziabile X, lo spazio modello, e, in 
luogo di G, un sottogruppo, ancora indicato con G, di diffeomorfìsmi di X che sia 
formalmente analitico, i. e. tale che se due elementi gx e g2 coincidono su un aper
to non vuoto di X, jillora coincidono ovunque. Se M è una G-varietà, il suo rivesti
mento universale M è in modo naturale una G-varietà. Infatti, in queste condizio
ni, si dimostra che esistono un omomorfismo g: jt1(M)^G e una (X, G ̂ immer
sione <P:M->X, equivariante, cioè tale che 

® o[y] = g([y]) o & . 

Viceversa, le (X, G)-strutture su una varietà M sono determinate da un omomorfi
smo Q: jt1(M)-^G e da un'immersione equivariante <P:M-^X. Naturalmente la 
situazione più interessante si presenta quando il modello è uno spazio omogeneo. 
Molte strutture geometriche notevoli rientrano nella classe delle G-geometrie, come 
ad esempio, le strutture localmente conformalmente piatte [7], le strutture quater-
nioniche [8], le ipersuperficie sferiche in varietà complesse [2]. 

Ricordiamo che se G/H è uno spazio omogeneo e o = H, la r-rappresentazione 
di isotropia a: H^End(T0G/H) è definita da a(h) = h*[o]. Se M ha una 
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(G/H, i/)-struttura, poniamo 

LQ(M)P= {j£(f)*=Lr(M)p: f~l sia una (X, G)—carta attorno a p<=M}, 

L£(M) = U L5(M)„. 

Si dimostrano le seguenti 

PROPOSIZIONE 1. - Se M ha una (G/H, H)-struttura, allora LQ(M) è una H-
riduzione integrabile di Lr(M). 

PROPOSIZIONE 2. - Se P è una H-riduzione integrabile di Lr + 1(M), allora M 
ha una (G/H, G)-struttura. 

Si affronta successivamente lo studio delle G-geometrie nel caso in cui la va
rietà modello è lo spazio omogeneo X:= SO(2n, R)/U(n), che può essere identifi
cato con 

Z(n) := {PeSO(2n, R)\Pl = - P, che induca la stessa orientazione di Jo} = 

{AJQAt:ABSO(2n,R)}, 

i.e. Z(n) parametrizza le strutture complesse su R2n che sono ortogonali rispetto 
alla metrica euclidea e che inducono la stessa orientazione di J0, la struttura com
plessa standard su R2n. Z(n) è uno spazio simmetrico, compatto, semplicemente 
connesso, di Kàhler-Einstein, di dimensione reale n2 — n. Si.ha che 

Z(\) = {P0}, Z(2) = C P \ Z(S) = CP3(C), Z(4) = Q,(C), 

essendo Q§(C) la quadrica non singolare in CP7. In generale, Z(n) è biolomorfica-
mente equivalente alla sottovarietà analitica della Grassmanniana dei CPn~l in 
CP2™"1, che giacciono sopra un'iperquadrica non singolare Q^_2(C). Il gruppo 
ortogonale speciale complesso SO(2n, C) agisce transitivamente su Z(n) nel mo
do seguente 

P^(A + BP)P(A + BP)\ 

dove P e Z(n), A + ìB*E SO(2n, C). Questa azione è ^-olomorfa,-essendo ^ la natu
rale struttura complessa definita su Z(n) ([3], [5]). Il gruppo dei biolomorfismi di 
Z(n\ Aut Hol(Z(n)) è SO(2n, C)/ ± /, per n > 2 e PSL(2, C) per n = 2. Si ha il 
seguente 

LEMMA 1. - Sia fun elemento di Aut Hol(Z(n)) tale chej2
0(f) =jj0(id); allo

ra f= id. 

In particolare, Z(n + 1) = Z(S2n). P. de Bartolomeis, L. Migliorini e A. Nanni-
cini in [3] dimostrano che il Twistor Space su una varietà conformalmente piatta, 
di dimensione pari, è Kàhleriano se e solo se la varietà è conformalmente equiva
lente alla sfera 2 ̂ -dimensionale, con la metrica standard (n > 2). Questo costitui
sce una generalizzazione del risultato di N. Hitchin ([5]), per n = 2. Classificare i 
domini omogenei semplicemente connessi di Z(n) equivale a classificare le varietà 
semplicemente connesse localmente modellate su Z(n) e Aut Hol(Z(n))-omoge-
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nee. Una prima classificazione riguarda i domini omogenei massimali, vale a dire 
quei domini D per cui lo stabilizzatore 

SG(D):={g<=G:g(D)=D} 

agisce in modo transitivo ed è un sottogruppo massimale di SO(2n, C). Fonda
mentale per la nostra classificazione è il lavoro di Dynkin [4] sui sottogruppi mas
simali dei gruppi classici. Nel caso generale si dimostra il seguente 

TEOREMA 1. - Sia G uno tra i seguenti gruppi SO(k, C) x SO(2n - k, C), 
SO(2n, R),SO*(2n\SO°(p, q, R), 0<k<n, 0 <p <n, p + q = 2n e J0<=Z(n) 
la struttura complessa standard su R2n. 

D := {(A + BJ0) J0(A + BJQ)-1: A + iBeG} 

è un dominio omogeneo massimale in Z{n). 

Nel caso n = 2, 3 si descrivono esplicitamente i domini omogenei semplice
mente connessi, corrispondenti ai sottogruppi massimali si SO(2n, C). Sia 

V(n) := {AJoA*: A e 0(2n, R)}, Z " (n) := V(n) - Z(n). 

Si hanno i seguenti Teoremi 

TEOREMA 2. - Sia D un dominio omogeneo massimale in Z(2); allora D è 
equivalente a uno tra i seguenti 

1) Z(2)-{P0, -P0} 

2) SO*(4)/U(2) 

3) Z(2). 

Si ha il seguente 

TEOREMA 3. - Sia D un dominio omogeneo massimale in Z(3); allora D è 
equivalente a uno tra i seguenti 

1) Z(S)-{Z(2)xZ(Ì)UZ-(2)xZ-(2)} 

2) Z(3)- PeZ(3):P = ( ° B) 
3) SO*(6)/U(B) 
4) Z(3). 

Dai Teoremi di isomorfismo tra le algebre di Lie classiche, dai corrispondenti 
isomorfismi tra gli spazi simmetrici, si ha il seguente 

COROLLARIO 1. - Le (Z(2), SO(4, C))-varietà omogenee, semplicemente con
nesse sono 

1) C 
2) SO*(4) / t f (2)-J 

3) Z(2) 
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e le (Z(3) , SO(6, C))-varietà omogenee, semplicemente connesse sono 

1) Z ( 3 ) - { Z ( 2 ) x Z ( l ) U Z - ( 2 ) x Z - ( l ) } 

2) Z(3)-
/ 0 5 \ 

P e Z ( 3 ) : P = 
V - 5 * 0 / 

3) S O * ( 6 ) / £ 7 ( 3 ) « B 8 ( C ) 

4) Z (3 ) . 

essendo A e B 3 (C) rispettivamente il disco unitario in C eia palla unitaria in C8. 

Diamo un esempio di quoziente compatto rivestito dal dominio 

D = Z(S)- { Z ( 2 ) x Z ( l ) U Z - ( 2 ) x Z - ( l ) } . 

E S E M P I O 1. - Il dominio D è il Twistor Space della sfera ^.-dimensionale me
no 2 punti Pi, Pz ie. il Twistor Space di C2 - { 0 } . L'immersione del gruppo 
conforme Cn := 0 ( 1 , n + 1)/ ± I<^>SO(2n, C) induce un'azione di Cn su Ziri). 
Si consideri la dilatazione g: C2 - { 0 } — > C 2 - { 0 } definita da 

g((zi, « 2 » : = ( 2 ^ , 2z2) 

e s i a r i / sottogruppo generato da g. Il quoziente C2 - {0}/r è la varietà di Hopf 
S1 x Ss. Pertanto, il quoziente D/T, dove Tè l'immagine di Tin SO(6, C), è com
patto, poiché è un fibrato su una varietà compatta con fibra compatta. 
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