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Sezioni Wronskiane Generalizzate
e famiglie di punti di Weierstrass.

FABRIZIO PoNZA

Questa tesi costituisce I'inizio di un programma volto all’elaborazione di una
teoria di quelle che sono state chiamate nell’esposizione Sezioni Wronskiane
Generalizzate (nel seguito SWG) su una curva algebrica complessa C liscia e con-
nessa, di genere g, (che chiameremo semplicemente curva liscia) o su una famiglia
m: IC— S piatta e propria di curve lisce di genere g. Le SWG risultano essere sezio-
ni globali di certi fibrati vettoriali definiti su una curva liscia o sullo spazio totale
di una famiglia s, che sono stati denominati Fibrati Wronskiani Generalizzati
(FWG). Nella tesi si sono inoltre mostrate le prime applicazioni di queste costruzioni
al calcolo in M, lo spazio dei moduli delle curve lisce di genere g, di classi di Chow
di luoghi comspondentl a curve aventi punti di Weierstrass di tipo speciale, Proprlo
la ricerca di metodi per calcolare classi di Chow di luoghi del tipo detto & stata la
principale motivazione che ha portato a definire ed a studiare le SWG.

Per inquadrare il problema, ricordiamo che se C & una curva liscia e X € il suo
fibrato canonico, si pud definire una sezione globale del fibrato X&", dove N =
g(g +1)/2, la classica sezione Wronskiana, localmente descritta su un aperto tri-
vializzante U, dal determinante W, della matrice g X g avente come i-esima riga
w®, ., ul,i=0,1,...,9—1, dove u = (U, ..., U,,) & una g-upla di funzioni
regolarl su U, che rappresenta una base o = (w4, ..., ) di H %C, Re) e uj(ai) e
la derivata -esima di u;, rispetto ad un parametro locale su U,.

Questo determinante si pud scrivere come

Wo=ug Ao ANuf ™.
La sezione si scrive allora simbolicamente come
We=wA...AD? o ={(Us; Wo)},

intendendo con cid che, su ogni aperto trivializzante U,, W¢,y, € rappresentato da
W, . I punti di Weierstrass sono, per definizione, gli zeri della sezione W,. L’ordi-
ne di annullamento di W in P & il peso di P, w(P). I punti di Weierstrass di tipo
speciale sono i punti di peso strettamente maggiore di 1. L’espressione u, A ... A
u¢ Y pud derivarsi successivamente, e la collezione

{(Uy; Wy, (W), .. (W)E-D)Y

definisce una sezione globale D* W, del fibrato dei k-jets J*~1(X&Y). E noto che
P & un punto di Weierstrass di peso almeno k se e solo se & zero della sezione
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D*W¢, che chiamiamo la Derivata k-esima del Wronskiano. Osserviamo che si ha

(Wa)r — _?’éa/\ .. %519“2)/\7—/{/519)

(W) =ug A .. uf D AUG Y +ug Ao uf D AU~V AU,
Questo suggerisce la scrittura formale
DwAN..AND 'o)=wN\... N\DY 20 ANDw

che si deve intendere in questo modo: l'espressione u, A ... ud 2 Aul9 si tra-
sforma per cambi di carte secondo una coppia di funzioni, che rappresenta su ogni
U, una sezione di J (X ) coincidente con la derivata del wronskiano D(w A... A\
DY @). Nel caso della derivata seconda, la scrittura formale ottenuta iterando il
simbolo D, diviene:

DXwA...AD ') =wA...AD' 20 AD 'o+w A... AD? o ADw,

ma ora l'interpretazione non & pili immediata. In particolare, si vorrebbero inter-
pretare le espressioni a secondo membro come sezioni di un qualche fibrato, e la
somma come un modo per indicare la sezione a secondo membro. Si avranno in
generale decomposizioni monomiali a coefficienti interi, del tipo

Dk(g/\/\Dg_IQ)= Z C’ilu-igDilQ/\.../\Dng)

0si<..<i,

il cui significato non & affatto ovvio. La risposta a questa questione si puo sintetiz-
zare nel seguente modo:

TEOREMA 1. — Sia C una curva liscia, £ un fibrato in rette su C tale che
dim H°(C, X¢) >0, e VcH(C, RK) un sistema lineare di dimensione r. St scel-
ga una base A di V, rappresentata sull’aperto U, dalla r-upla di funzioni regola-
™ U, Fissato un multitndicestrettamente crescente A= (ay, ..., a,), con
0<o<...<a, sidefinisca il determinante

71‘2 = 2(0'1)/\ /\%(ar).

Allora la collezione di tutte le funzioni (uE)g< 4, ottenuta dando I’ ordinamento
parziale ovvio tra multiindict del tipo detto, si trasforma per cambi di carte co-
me sezione di un certo fibrato vettoriale. ‘

Possiamo allora dare la definizione seguente:

DEFINIZIONE 1. — 11 fibrato costruito mel teorema precedente st denota come
DAL e si denomina Fibrato Wronskiano Generalizzato. La sezione ottenuta si
wndichera con la notazione

DAA=D“AN...AD*}

e verra detta Sezione Wronskiana Generalizzata.
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Osserviamo che il fibrato ottenuto e il luogo degli zeri della rispettiva sezione
non dipendono dalla scelta della base né dalla sua rappresentazione locale. La di-
mostrazione del teorema é naturale, perché basata su una serie di incollamenti di
dati locali, ma piuttosto pesante. In questo modo ogni espressione formale che
compare nella decomposizione monomiale delle derivate del Wronskiano si inter-
preta come una certa SWG, e l'intera somma risulta un simbolo per indicare le de-
rivate stesse. Inoltre il teorema produce sezioni che non sono riconducibili a se-
zioni di qualche fibrato dei jets. Tutto cio vale anche in famiglie, generalizzando il
Wronskiano relativo introdotto in [2] come morfismo di fibrati su I

g
W, % N\ e R, —> RN

Qui X, e il fibrato canonico relativo. Abbiamo quindi il seguente risultato (che ri-
portiamo senza specificare tutti i dettagli):

TEOREMA 2. — Sia : X — S una famiglia piatta e propria di curve lisce di ge-
nere § (pin in generale curve stabili di genere aritmetico g), £ un fibrato in rette
su X e © un sottofibrato vettoriale di rango r del fibrato m,. L su S. Le Sezioni
Wronskiane Generalizzate relative sono, per definizione, morfismi

a*NV-> DL,
essendo i YA L fibrati analoghi ai FWG, costruiti lungo le fibre di m.

Per cio che riguarda le applicazioni, il caso di immediato interesse si ha
considerando £L=NR,, V=ma, R, e A=(0,1,...,9—1)

g
D*W,: % N\ 7w Ky— JE (RSN

Intuitivamente, questi morfismi sono ottenuti incollando lungo le fibre di i le de-
rivate del wronskiano costruito sulle fibre stesse. Fibra per fibra, le derivate del
wronskiano hanno zeri nei punti di Weierstrass di peso almeno £, e quindi lo sche-
ma di degenerazione Z(D*W,) del morfismo D* W, & supportato dai punti che so-
no di Weierstrass di peso almeno k sulla fibra a cui appartengono. Per ogni fami-
glia 7 si puod quindi dare la definizione seguente:

DEFINIZIONE 2. — Le Derivate del Wronskiano relativo (alla famiglia ) sono
i morfismi D*W, (ovvero sezioni D*W,e H°(3C, J* (XM @ (* Aw KV )). 11
luogo dei punti di S sulla cui fibra c¢’é un punto di Weierstrass di peso almeno k
¢ definito nella sequente maniera: ‘

wi(k) = M(Z(D*W,,))
come ’schema.

Questo luogo, anche se molto naturale dal punto di vista geometrico, non sem-
bra aver ricevuto serie attenzioni da parte della letteratura. Il fatto & che esso &
ora ben definito come schema, solo grazie alle derivate del Wronskiano relativo. 1
risultati geometricamente piti significativi riguardano la codimensione di wi(k), e
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quindi la possibilita di calcolare la classe di wi(k) nel corrispondente gruppo di
Chow. Si ha

TEOREMA 3. — Il luogo wi(2) ha componenti irriducibili di codimensione at-
tesa 1 per ogni g = 3.

Questo risultato era gia contenuto implicitamente in [1]. Non risulta invece
noto 'analogo per wt(3):

TEOREMA 4. — Ognt componente irriducibile di wit(3) ha codimensione attesa
2, per g=4.

Conseguentemente, si puo calcolare una classe di codimensione 2:

1
[wi(3)] = gg(g +1)(g*+g+2) g+ g+ 4Ky —

1
Z(?,g“ +6g%+ 1592+ 129 + 8) Ak,

dove, per la definizione delle classi 4 e k si rimanda per esempio a [1].

Concludiamo con qualche osservazione sul molto lavoro che rimarrebbe da fare,
limitandoci ad accennare all’aspetto pili immediato ed a quello pili complesso.

Da una parte, una cosa molto naturale da fare e la seguente: dato k = 3, trovare
g(k) tale che le componenti irriducibili di wt(k) abbiano codimensione attesa per
ogni g = g(k). Da risultati generali di Einsenbud ed Harris, wi(k) ha componenti ir-
riducibili di codimensione attesa k — 1 almeno per g = 2k, ma dai teoremi 2 e 3 si ha
che tale stima puo essere migliorata. In questo modo si potrebbe calcolare un certo
numero di classi in codimensione alta di luoghi geometricamente significativi.

Molto pitt in generale, il problema riguarda le apphcazmnl per le SWG non ri-
conducibili a derivate del wronskiano. Infatti tali sezioni descrivono ancora luoghi
di punti di Weierstrass di tipo speciale, ma non nella codimensione giusta. Ad
esempio, la SWG w ADw AD*w descrive il luogo dei punti iperellittici in una fa-
miglia unidimensionale generale di curve lisce di genere 3, ma in codimensione 3.
Cio che ci si puo aspettare & che occorra epurare questi eccessi di intersezione con
tecniche di teoria dell’Intersezione.
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