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Modulo canonico di anelli ridotti di dimensione uno 
e semigruppi loro associati, t-successioni. 

MARCO D'ANNA 

Sia (R, Dìl) un anello locale, di dimensione uno, ridotto, Noetheriano e sia R la 
chiusura integrale di R nel suo anello totale delle frazioni Q(R). Siano ^ , 
i'= 1, ..., n, i primi minimali di R. Se (R/^i) è la chiusura integrale di RI (Pi nel suo 
c^impo dei quozienti Q(RKPi), si ha che ReRl(?x x ... x R/&p, R = Tpj&ù x ... x 
(R/(Pn) e Q(R) = QiRI&i) x ... x Q(R/(Pn). Assumiamo inoltre che R sia analitica
mente non-ramificato, cioè che il completamento 3H-adico R di R sia anch'esso un 
anello ridotto o, equivalentemente, che R sia un it!-modulo di tipo finito (in parti
colare si ha che il conduttore G := (R: R) non è l'ideale nullo). 
Una classe fondamentale di esempi di anelli che verificano queste ipotesi è costi
tuita dagli anelli locali di curve algebriche nei loro punti singolari. 

Ad R è possibile associare un sottosemigruppo di Nd (dove d è il numero dei 
primi minimali di R, che coincide col numero degli ideali massimali di R; geome
tricamente, d rappresenta il numero dei rami della singolarità). Tale semigruppo 
è definito considerando un qualsiasi elemento r di Q(R) come un elemento di 
Q(R/&1)x...xQ(R/a>n) e definendo v(r) = (vhl(r1)9...9vlth(r1)yv2fl(r2\...9 
vn,hSTn)) (dove vifj: Q(R/£Pi)->ZU oc è la valutazione associata al DVR 
Vi j '.= (XRKPS)^ ottenuto localizzando RI (Pi nell'ideale massimale 3TL ,-; si noti 

che 2) hi = d); dunque, ponendo S = v(R) := {v(r): reR, r<£ (R)} (dove Z(R) è 
ì = I 

l'insieme dei divisori dello zero di R), si ottiene il sottosemigruppo di Nd 

cercato. 
Nell'ipotesi che il campo residuo di R sia isomorfo a quelli di tutti gli anelli Viyj 

(in questo caso R si dice residualmente razionale) e che \R/3ìl\^d,\e proprietà 
di R sono legate strettamente a quelle di v(R). Quest'ultima ipotesi è verificata, 
ad esempio, nel caso in cui il campo residuo sia algebricamente chiuso. 

L'oggetto della mia ricerca è dunque lo studio dei suddetti anelli tramite l'uso 
dei semigruppi loro associati. 

A partire dagli anni '70 sono stati trovati risultati in questo senso, consideran
do il caso particolare che si ottiene quando, nelle notazioni precedentemente in
trodotte, n = d = l. In questo caso R si dice analiticamente irriducibile, R è un 
DVR ed il semigruppo S = v(R) associato ad R è un semigruppo numerico (cioè un 
sottomonoide di (N, + ) tale che | N \ S | < °°. Alla base di questi studi è un teore
ma di E. Kunz (1970) (cfr. [8]) che caratterizza gli anelli di Gorenstein come quelli 
che hanno semigruppo associato simmetrico (cioè tale che, detto g = g(S) := 
max(N\S) , xeS o g-x<=S). 
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A partire dagli anni ottanta si è iniziato studiare il caso generale (ovvero il ca
so di singolarità con più rami). In particolare, il teorema di Kunz è stato esteso da 
A. Campillo, F. Delgado e K. Kiyek in [3], dando un'opportuna generalizzazione 
della nozione di semigruppo simmetrico 

Nei primi due capitoli della presente tesi dimostro risultati connessi con la no
zione di modulo canonico. Per anelli R di dimensione uno si può definire il modulo 
cano-nico come un ideale frazionario co che abbia la seguente proprietà di dualità, 
per ogni ideale frazionario I di R: co:(co: I) = I (parlando di ideale frazionario si 
suppone sempre che contenga un elemento che non sia un divisore dello zero). 
Nelle ipotesi assunte nella presente tesi, poiché R è un anello ridotto, si ha che R 
ha sempre un ideale canonico; inoltre, per l'ipotesi \R/Dìl | ^ d, si può sempre as
sumere che RccocR. In [7] J. Jàger dimostra, nel caso dei domini analiticamente 
irriducibili, che sotto questa condizione gli ideali canonici sono caratterizzati dal 
loro insieme dei valori (nel senso che preciseremo in seguito). 

Per poter utilizzare al meglio la tecnica dello studio di tali anelli con l'ausilio 
dei semigruppi loro associati, mostro come si possa assumere l'ipotesi aggiuntiva 
che gli anelli quoziente Rl&i siano analiticamente irriducibili (il che equivale a di
re, nelle notazioni introdotte precedentemente, che n = d). Infatti, passando al 
completamento 311-adico R di R, si cade in questa situazione, ed i semigruppi asso
ciati ad R ed R coincidono (cfr. Proposizione 1.1.1). Inoltre questa ipotesi aggiun
tiva permette di capire meglio alcune caratteristiche del semigruppo dei valori in 
relazione ai primi minimali di R. 

Nella seconda sezione del primo capitolo definisco la funzione numerica 
d(_ \ _ ) che permette di calcolare le lunghezze: se I e J sono due ideali frazionari 
di R, IDJ, allora XR(I/J) = d(v(I) \v(J)) (cfr. Proposizione 1.2.2). Questo risultato 
è un fatto chiave per trasferire informazioni numeriche a livello di teoria degli 
anelli ed è vero solo se R è residualmente razionale. L'introduzione della funzione 
d(_ \ _ ), porta a sviluppare una breve teoria degli ideali di semigruppo (ovvero in
siemi E e Zd, tali che E + S e E e per i quali esiste un elemento S G S tale che 
s + E e S), per stabilire quali siano gli ideali di semigruppo per cui ha senso 
definire tale funzione. La proprietà necessaria è che tutte le catene "saturate" 
di punti di un ideale E tra due estremi fissati abbiano la stessa lunghezza (cfr. 
proprietà (E4)). 

Il risultato centrale del primo capitolo, e che permette di sviluppare anche il 
secondo capitolo, è la caratterizzazione degli ideali canonici di R in termini del lo
ro insieme dei valori (risultato che generalizza al caso degli anelli ridotti quello 
di [7] per i domini). Più precisamente, nella terza sezione del primo capitolo intro
duco la definizione di ideale canonico di semigruppo K di S e dimostro che K ve
rifica la succitata proprietà (E4) (cfr. Teorema 1.3.6 e Corollario 1.3.7); questo ri
sultato, relativamente semplice da provare nel caso d = 2, si è rivelato particolar
mente difficile da provare in generale. 

Utilizzando questa proprietà di K, nella quarta parte del capitolo si può final-
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mente dimostrare la caratterizzazione degli ideali canonici di R tramite il loro in
sieme di valori (cfr. Teorema 1.4.1): 

TEOREMA 1. - Sia I un ideale frazionàrio diR, RcIcR e sia K Videale cano
nico di v(R). Allora si ha: 

I è un ideale canonico di R o v(I) = K. 

Le prime quattro sezioni del primo capitolo costituiscono, essenzialmente, il con
tenuto di [5]. 

Nell'ultima parte del primo capitolo studio gli anelli quasi-Gorenstein, la cui 
definizione e le cui proprietà sono legate al modulo canonica: un anello si dice 
quasi-Gorenstein se ^JÌlco = Dìl (dove co è un ideale canonico di R tale che Reco eR). 
Inoltre è possibile dare una definizione analoga per i semigruppi; si hanno, allora, 
i cosiddetti semigruppi quasi-simmetrici che permettono di caratterizzare gli 
anelai quasi-Gorenstein (cfr. Proposizione 1.5.5). 1 risultata esposti in quest'ultimo 
paragrafo sono stati ottenuti in gran parte in collaborazione con V. Barucci e R. 
Froberg 

Nel secondo capitolo mi concentro sul caso particolare degli anelli il cui com
pletamento ha due soli primi minimali (d = 2). I semigruppi con cui si ha a che fare 
sono, quindi, sottosemigruppi di N2. Per questi semigruppi si riesce ad ottenere 
un maggior numero di informazioni rispetto al caso generale. In particolare ot
tengo una descrizione dei semigruppi quasi-simmetrici di tipo due (Proposizione 
ILI.16) in termini di «simmetria» dei loro elementi ed una descrizione dell'ideale 
canonico K di tali semigruppi (Teorema ILI.17). 

Nella seconda sezione, a partire da questi risultati e dal Teorema 1.4.1, arrivo 
a dimostrare una caratterizzazione (Teorema II.2.5) degli anelli massimali con 
conduttore fissato (sempre nel caso d = 2), cioè tali che ogni loro sovranello conte
nuto in R ha un conduttore strettamente più grande del conduttore di R. Rispetto 
al caso dei domini analiticamente irriducibili studiato, ad esempio, in [2], si ottiene 
che gli anelli di Gorenstein e quelli di quasi-Gorenstein di tipo due (detti anelli di 
Kunz) non sono gli unici anelli massimali con conduttore fissato; lo sono però se si 
assume che il campo residuo di R sia algebricamente chiuso. I risultati di questa 
seconda sezione del capitolo sono stati ottenuti in collaborazione con V. Barucci e 
R. Froberg (cfr. [1]). 

Nel terzo capitolo introduco il concetto di t-successione di R, il cui studio per
mette di caratterizzare alcune classi particolari di anelli. Tra queste vi sono gli 
anelli quasi-Gorenstein, e quelli tali che ÀR(R/G) = (t(R) + 1)XR(R/Q) - a, dove 
t(R) indica il tipo di Cohen-Macaulay di R ed a è un intero minore del tipo di R (se 
a = 0 tali anelli vengono detti di lunghezza massima). 

Nella seconda sezione studio gli anelli di Arf che sono gli anelli per cui le t-
successioni danno più informazioni sul semigruppo ad essi associato (crf. Proposi-
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zione III.2.11). L'introduzione di tali anelli ha un significato geometrico legato al 
concetto di «multiplicity sequence». Essi sono definiti come quegli anelli per cui 
ogni ideale regolare ed integralmente chiuso è stabile. Inoltre risulta naturale 
dare la definizione di semigruppo di Arf; per questi semigruppi ha senso definire 
la nozione di t-successione. Si ottiene, allora, che un anello è di Arf se e soltanto 
se il semigruppo ad esso associato è di Arf e le loro ^-successioni coincidono (Pro
posizione III.2.12). 

Nel caso dei domini analiticamente irriducibili (sezione III.3), la definizione di 
t-successione è sempre ben posta anche per i semigruppi associati (semigruppi 
numerici, in questo caso) e risulta legata strettamente al modulo canonico. Questo 
fatto permette di ottenere informazioni riguardanti co2 e il «blowing-up» del mo
dulo canonico (cfr. anche [4]). 

Infine, nella quarta parte del capitolo studio le ^-successioni dei semigruppi 
numerici; a questo livello, infatti, è possibile ottenere ulteriori risultati (tra cui un 
algoritmo per il calcolo delle ^-successioni) e caratterizzare le successioni compo
ste da 3 o 4 interi, che sono t-successioni di qualche semigruppo (cfr. Teoremi 
III.4.5 e III.4.6 e Algoritmo 111.4.13; cfr. anche [6]). 
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