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Metodi paralleli per sistemi di equazioni 
non lineari bordati a blocchi. 

GAETANO ZANGHIRATI 

1. - Introduzione. 

I metodi iterativi di tipo quasi-Newton risultano particolarmente adatti ad af
frontare, su architetture parallele a memoria distribuita, il problema della risoluzio
ne numerica di sistemi di equazioni non lineari differenziabili con matrice Jacobiana 
bordata a blocchi. In questo caso il sistema F(x) = 0 può, eventualmente dopo un 
riordinamento delle equazioni e delle variabili, essere scritto nella forma 

I ti \%ì >^g + i ) = 0 ; i = l, ..., q 

Jq + l (#1 > • — •> %qi %q + 1 / = " 

dove si è operato un partizionamento delle variabili e delle componenti della fun
zione F: R%I-H>R^ in q + 1 insiemi disgiunti. La matrice Jacobiana è costituita da 
un certo numero di blocchi quadrati, disgiunti, sulla diagonale principale, più un 
insieme finale di righe e colonne non nulle: 

J(x) 

A 
B2 

Aq Bq 

Ci C2 cn 
Problemi di questo tipo compaiono largamente nella discretizzazione di equazioni 
alle derivate parziali, nei metodi di collocazione e decomposizione del dominio, nel 
progetto di circuiti VLSI, in ingegneria strutturale, nella progettazione di reti di 
distribuzione ed in altri campi ancora. Date le grandi dimensioni tipiche di questi 
problemi, hanno particolare interesse metodi che tengono conto dalla struttura e 
del parallelismo insito nel sistema. 

2. - L'approccio implicito. 

Fondamentalmente, l'idea che si segue è quella di considerare, ad ogni itera
zione, i q sottoinsiemi x{ di variabili come funzioni di xq + x fissato. Sotto ipotesi po
co restrittive, è lecito applicare il metodo di Newton per ricavare delle approssi
mazioni di X{(Xq + i) per i = 1, ..., q. Sostituendo queste nel (q + l)-esimo sottoin-
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sieme/g + i si ottiene un sistema non lineare nelle sole variabili xk
+1, che può esse

re risolto con un metodo quasi-Newton con ricerca in linea, ottenendo così un 
metodo globalmente convergente. Con questo disaccoppiamento di variabili e 
funzioni, i q sistemi non lineari fix^ xq + 1) =0 possono essere trattati indipen
dentemente e simultaneamente, dando origine a metodi multilivello, in cui si 
hanno iterazioni «interne» (quelle di f = 0) ed iterazioni «esterne» (quelle su 
fq +1). Il primo lavoro in questo senso è di Rabbat et al. [3] nel campo dell'analisi di 
grandi circuiti non lineari. Zhang, Byrd e Schnabel [4] propongono algoritmi pa
ralleli quasi-Newton globalmente convergenti per il caso particolare in cui il 
(g + l)-esimo insieme di equazioni è lineare. 

I casi di malcondizionamento vengono trattati con un approccio classico di tipo 
Levenberg-Marquardt. E tuttavia difficile rendere compatibile quest'approccio 
con il disaccoppiamento di variabili e funzioni e con la convergenza globale. In 
questa direzione D. Feng ed R. B. Schnabel [1] propongono un algoritmo paral
lelo robusto globalmente convergente noto come algoritmo PICRN (Parallel Im
plicit Corrected Robust Newton algorithm): la direzione di ricerca da esso gene
rata ad ogni iterazione è dk = — J(xk)~1F(xk) nel caso ben condizionato, mentre 
nel caso malcondizionato viene scelta fra 

ARxk= -(J(xk)TJ(xk) + D{k))-1J(xk)TF(xk) e 

ANxk= -(J(xk)TJ(xk) + D{k)YlJ(xk)TF(xk\ 

dove D(/c) è una matrice diagonale di perturbazione (non negativa) ed il contributo 
delle iterazioni interne è contenuto in F(xk). Per i casi ben condizionati si prova la 
convergenza locale almeno superlineare: 

TEOREMA 1. - Se esiste una costante rj>0 indipendente da k tale che 
\\J(xk)\\2 ^ rj Vfc, fi(x) è differenziabile con continuità e Vfi(x) di Lipschitz \/i, x* 
è una soluzione del sistema F(x) = 0 tale che J(x * ) e tutti i suoi blocchi diago
nali sono non singolari, allora il passo generato dall'algoritmo PICRN si avvi
cina asintoticamente al passo di Newton standard qualsiasi sia il numero ji di 
iterazioni interne compiute. 

3. - La stabilizzazione non monotona. 

Negli ultimi anni è stata dimostrata l'efficacia della stabilizzazione non mo
notona dei metodi per la soluzione di equazioni non lineari. In generale un tecnica 
di stabilizzazione non monotona è descritta da una direzione di ricerca d, da una 
funzione obiettivo g(x) e da una funzione ausiliaria &(x, d) [2]. La convergenza 
globale è assicurata senza richiedere ad ogni iterazione la discesa monotona della 
funzione obiettivo. La chiave che permette di ottenere metodi quasi-Newton glo
balmente convergenti è che le direzioni di ricerca generate nelle iterazioni siano 
gradiente-connesse (Bertsekas, 1982). Si dimostra che tutte le direzioni di ricer
ca generate dall'algortimo di Feng-Schnabel sono gradiente-connesse: in questo 
modo non solo si ottiene per altra via la convergenza globale dell'algoritmo, ma è 
anche possibile inserirlo in un ambito teorico più generale (Ortega-Rheinboldt, 
1970), dal quale discendono immediatamente forti risultati di convergenza. Un'at-



METODI PARALLELI PER SISTEMI DI EQUAZIONI ECC. 207 

tenta analisi delle condizioni imposte per la convergenza globale suggerisce l'in-
troduzione di una condizione del tipo 

con 0 < £ x < l , ^ 2 > l ) 0 < ^ i ^ l ) ^ 2 ^ 1 > che può essere resa arbitrariamente po
co restrittiva. Detto PICRMN l'algoritmo così modificato, si dimostra che 

TEOREMA 2. - Tutte le direzioni di ricerca generate dall'algoritmo PICRMN 
sono uniformemente gradiente-connesse. 

Una conseguenza importante è che, definite le seguenti tre diverse funzioni 
ausiliarie 

ai(x
k
Jd

k)=T1T22\\j(xk)dk\\l 

02(xk, dk) = \\J(xk)dk\% + \\(D(k))1/2dk\\l 

dove Ti, r2 e a sono costanti, l'algoritmo PICRMN non monotono che ne deriva ri
sulta globalmente convergente: 

TEOREMA 3. - Siaf(x) differenziabile con continuità e Vf(x) di Lipschitz per 
i = 1, ..., q + 1 e sia {w(k)} una successione di interi tali che w(k) E {1, 2, 3} 
Vfe Consideriamo Valgoritmo di stabilizzazione non monotona con funzione 
obiettivo g(x) = l/2\\F(x)\\2, direzione di ricerca dk generata dall'algoritmo PI
CRMN e funzione ausiliaria alla k-esima iterazione tale che 

6Lw(k)(%\ dk) 

ax(x
k, dk) se dk= - Jix^Fix1*) 

QL2à(x
k,dk) sedk = ANxk 

Cis(x
k,dk) se dk = ARxk. 

Supponiamo che l'insieme di livello Q$= {xeW1 \g(x) ^g(x0)} sia limitato e 
che esista una costante rj indipendente da k tale che \\J(xk)\\2 ^ rj: allora la suc
cessione generata {xk} è tale che 

i) ogni punto di accumulazione x* di {xk} è un punto critico di g(x)\ 
ii) se x* è un punto di accumulazione di {xk} dove vale anche che 

Vg(x) = 0=>#(x) = 0, allora x* è anche soluzione del sistema non lineare 
F(x) = 0; 

iii) se x* è un punto di accumulazione di {xk} dove la matrice Jacobiana 
J(x*) è non singolare allora la successione {xk} converge superlinearmente adx*. 

Si dimostra inoltre un ulteriore risultato di convergenza in presenza di pre
condizionamento diagonale dei sistemi. 

4. - Esperienza numerica. 

Un'iniziale sperimentazione numerica dell'algoritmo PICRN su significativi 
problemi test di piccole dimensioni, con diverso grado e distribuzione della non li-
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nearità, ha permesso di valutare l'influenza dei molti parametri che caratterizza
no il metodo. Una successiva sperimentazione parallela dell'algoritmo sull'archi
tettura MIMD del Cray T3D, con un sistema non lineare proveniente dalla simu
lazione di circuiti VLSI, ha mostrato che l'efficienza maggiore si ha per un basso 
numero di iterazioni interne (3 o 4) e che, nei casi mal condizionati, la necessità di 
trattare un sistema «perturbato» porta ad un degrado delle prestazioni teoriche, 
rendendo dominante la parte sequenziale dell'algoritmo. Recenti ulteriori inve
stigazioni numeriche evidenziano come la stabilizzazione non monotona dell'algo
ritmo PICRMN permette di ovviare alle difficoltà dovute al malcondizionamento 
e di migliorare la convergenza anche nei casi ben condizionati, mantenendo inal
terato il grado di parallelismo. 

5. - Conclusioni e sviluppi. 

I risultati ottenuti e le estensioni teoriche presentate, oltre confermare che 
l'approccio parallelo implicito non monotono è promettente per i sistemi bordati a 
blocchi, suggeriscono alcune direzioni per ulteriori approfondimenti, fra cui: l'a
nalisi teorica della convergenza del caso generale in presenza di precondiziona
mento dei sistemi e nel caso di impiego di solutori iterativi arrestati dopo poche 
iterazioni; l'impiego di altre note tecniche di globalizzazione, quali la trust region, 
sia nell'algoritmo monotono che in quello non monotono; l'ampliamento della spe
rimentazione numerica, sia rispetto alle caratteristiche della funzione non lineare 
che rispetto alla dimensione del sistema. 
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