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Equazioni stocastiche di un gas viscoso. 

ELISABETTA TORNATORE 

In questa tesi si studia il sistema di equazioni di un fluido viscoso barotropico 
soggetto ad una perturbazione stocastica 

(1) gdv + [g(v-V)v -JUAV - V(W-v) + Vp] dt = gdW, 

(2) dtQ + V-(Qv)=0, 

(3) V = Q\ 

ove v, p, Q indicano rispettivamente la velocità, la pressione e la densità, pi, X sono i 
coefficienti di viscosità supposti inizialmente costanti, y è una costante tali che 
y ^ 1, W indica la perturbazione stocastica, considerata aggiuntiva alla forza 
esterna e descritta come derivata formale di un processo stocastico a valori in uno 
spazio di Hilbert. 

Nel caso monodimensionale, se il sistema di equazioni (l)-(3) è considerato in 
un intervallo limitato della variabile spaziale, è comodo introdurre le coordinate 
lagrangiane di massa. Espresse nelle coordinate lagrangiane le equazioni (l)-(3) 
si trasformano in 

(4) dv = [JU(QVX)X - px] dt + dW, 

(5) dtg + Q2vx = 0, 

(6) p = Q*. 

Il sistema di equazioni (4)-(6) è studiato nel dominio D = [0, 1] della variabile 
spaziale e nell'intervallo di tempo [0, T] ( T > 0 ) , con la condizione al contorno 
della frontiera rigida ed impermeabile 

e con le condizioni iniziali 

(8) v (0 )=v 0 , Q(0)=Q0ì 

(per le generalità sullo studio delle equazioni monodimensionali di un gas viscoso 
vedi [1]). 

Nel quadro stocastico monodimensiona|% si hanno i seguenti teoremi che ga­
rantiscono l'esistenza e l'unicità della soluzione globale (rispetto al tempo) suppo­
nendo inizialmente che W sia un processo a variazione limitata (nell'intervallo 
[0, T]) e successivamente che sia un processo di Wiener cilindrico. 
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TEOREMA 1. - Sia (Q, F,(Ft)t>0, P) una base stocastica. Siano W, v0, g0 va­
riabili aleatorie definite su Q a valori in BV(0, T;Ho(D))n C(0, T; H2(D)n 
H$(D)) x H£(D) xHx(D) tali che 

(9) 0 < inf QQ(CO)(X) ^ sup£0(&0(^) < °° VcoeQ . 
xeD xeD 

Allora esiste ed è unica la coppia di variabili aleatorie (v, Q) a valori in 
L ^ ( 0 , r ; i / 0 ^ ) ) n L 2 ( 0 , r ; i / 2 ( i ) ) ) x L H 0 , r ; ^ H ^ ) ) n W r H 0 , r ; L 2 ( Z ) ) ) (pos­
sono essere scelti arbitrariamente 1 ^p, q, r< oc), tale che 

(10) ^ ) e L ° ° ( 0 , T;Hà(D)) VcoeD, 

(11) 0 < inf Q0(co)(x, t) ^ sup Q0(CO)(X, t) < oo VCOSEQ, 
(x,t)eDx[0,T] (x,t)eDx[0,T] 

(12) Qt(co),Qx(w)^L-(OyT;H0
1(D)) VCOEZ), 

e l'equazione (4), le condizioni (7)-(8) e la relazione 

T T 

(13) J (<p, dv(co))L2(D) = J (JU(Q(CO) VX(G)))X-P(Q(O)))X, cp)L2{D)dt + 
0 0 

T 

+ S(cp,dW{cD))LHD) V<peC(0, T;L2(D)) Vco e Q 
o 

siano verificate (per i dettagli vedi [3]). 

Supponiamo ora che la perturbazione W sia un processo cilindrico definito su 
una base stocastica (Q, F,(F)t>0, P) a valori in HQ(D). Consideriamo la seguen­
te base ortonormale in L2(D), 

(14) ek = V^ sin kjtx , k = 1, 2, ... 

per il processo W si suppongono le seguenti ipotesi 

(15) E(W(t) - W(s), ek)(W(t) - W(s), em) = òkmak(t - s) 

VA;, m e N — {0}, V£e [0, o°[, Vse [0, t], ak: una costante non negativa dipen­
dente solo da fc, 

(16) Éfc 4a,<oo. 

Si noti che la (16) implica che W è un processo stocastico a valori in 
Hèao, i ] )n# 2 ( [0 , i ] ) . 

Si ha il seguente 

TEOREMA 2. - Sia (Q, F,(Ft)t>0, P) una base stocastica, W un processo di 
Wiener cilindrico a valori in HQ(D) nH2(D\ v0, o0 = log g 0 variabili aleatorie 
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definite su Q a valori in HQ(D), H1{D) rispettivamente. Allora esiste ed è unica 
la coppia di variabili aleatorie (v, a) soluzione del sistema (4)-(6) con le condi­
zioni (7)-(8) a valori in 

(17) L °° (0, T; Hè(D)) n L2(0, T; H2(D)) x L °° (0, T; H^D)) 

Idea della dimostrazione. 

Tale teorema si dimostra procedendo per passi, si prova innanzitutto un risul­
tato di esistenza locale della soluzione in forma stocastica e si estende quindi la 
soluzione locale utilizzando un procedimento di stime a priori. 

Si prova infatti che se (v, g) è soluzione del sistema di equazioni (5)-(6), allora 
supponendo la seguente relazione 

(18) \\v\\2
HoHD) + \\O\\2

HHD) ^ Q, P.q-s.(Q > 0) 

si hanno le seguenti stime a priori 

(19) E (Qmaxr \\v(t) \\h(D)) ^Nx<^. 

Definiamo il tempo d'arresto 

TR((D) = M{t > 0: \\v(a), t)\\L2{D) + \\W(a>, t)\\LHD) > R} 

(20) 3m,M: 0<m^g(x, t) ^ M < oo , u(a?, t)<=Dx [0, TArR]P.q.s.. 

( tATR \ 

(21) E\ J bx\h(D)dt]< oo 

(22) max \\g x \\h(D) ^ N2 < oo , P.q.s. 
0 < t s£ 1 A XR 

(23) E 1 n B ^ X A 11^ l^2^) + J 1 1 ^ 1 1 ^ ) dt ì< °° 

(per i dettagli vedi [4]). 
Il caso bi-dimensionale è una naturale generalizzazione dei risultati ottenuti. 

Si studia il sistema di equazioni (l)-(3) nel dominio D = [0, l ] 2 con le condizioni 
(7)-(8), le funzioni v, p e Q sono considerate periodiche di periodo 1 nelle coordina­
te spaziali, il coefficiente /u è una costante positiva mentre A si considera una fun­
zione positiva di g, in particolare nella proposizione 1 è considerata una funzione 
qualsiasi di classe C2, nelle proposizioni 2 e 3 viene considerata nella forma 
A = 1 + QP ove P > 3, la perturbazione stocastica W viene descritta come un pro­
cesso di Wiener a valori in (HS(D)). Si hanno le seguenti proposizioni 
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PROPOSIZIONE 1. - Esistenza ed unicità della soluzione locale 
Siano w, v0, Q0 variabili aleatorie definite su (Q,3\P) a valori in 

C([0,T];HHD)), H2(D), H2(D)n{g0\g0>0,logQ0^Lco(D)} rispettiva­
mente. Allora esistono un tempo d'arresto x e le variabili aleatorie v, Q a va­
lori in L°°(0, T;H2{D))nL2(0, T; H\D)) e L°°(0, T; H2{D)) n {Q0 \QO > 
0, logQo&L^dO, T]xD)} rispettivamente, tali che 

(24) r > 0 P-q.s. 

(v, Q) è Vunica soluzione del sistema (l)-(3) con le condizioni (7)-(8) nell'inter­
vallo di tempo [0, r] P-q.s. 

PROPOSITION 2. - Stima dell'energia 

(25) E ( max l l g 1 ^ ^ ) + E \J\\Vv\\h(D) + \\X1/2V-v\fLHD)dt ) < oo . 

PROPOSITION 3. - Stima della densità 

(26) sup \\Q\\LP(D)^NP2^-\ Vp>l 
0<t^T 

ove N è una costante che dipende dai dati iniziali del problema. 

(Per alcuni risultati sulle equazioni di un gas viscoso in dimensione 2 o 3 vedi 
[2]-[5]). 
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