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Equazioni stocastiche di un gas viscoso.

ELISABETTA TORNATORE

In questa tesi si studia il sistema di equazioni di un fluido viscoso barotropico
soggetto ad una perturbazione stocastica

M odv+ [o(w-V)v — udv — V(AV-v) + Vpl dt = odW ,
@ 3,0+ V-(ov) =0,
@) p=o07,

ove v, p, ¢ indicano rispettivamente la velocita, la pressione e la densita, x4, A sono i
coefficienti di viscositd supposti inizialmente costanti, y & una costante tali che
y =1, W indica la perturbazione stocastica, considerata aggiuntiva alla forza
esterna e descritta come derivata formale di un processo stocastico a valori in uno
spazio di Hilbert.

Nel caso monodimensionale, se il sistema di equazioni (1)-(3) & considerato in
un intervallo limitato della variabile spaziale, & comodo introdurre le coordinate
lagrangiane di massa. Espresse nelle coordinate lagrangiane le equazioni (1)-(3)
si trasformano in

@) dv = [u(ov,), — p,] dt + dW
(5) 30 +0%v,=0,
(6) p=o’.

11 sistema di equazioni (4)-(6) & studiato nel dominio D = [0, 1] della variabile
spaziale e nellintervallo di tempo [0, T] (T > 0), con la condizione al contorno
della frontiera rigida ed impermeabile

) ”Ix:0=vl¢f#1=0
e con le condizioni iniziali
® v(0) =vy, 0(0) =0y,

(per le generalita sullo studio delle equazioni monodimensionali di un gas viscoso
vedi [1]). .

Nel quadro stocastico monodimensionale si hanno i seguenti teoremi che ga-
rantiscono l'esistenza e 'unicita della soluzione globale (rispetto al tempo) suppo-
nendo inizialmente che W sia un processo a variazione limitata (nell’intervallo
[0, T]) e successivamente che sia un processo di Wiener cilindrico.
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TEOREMA 1. — Sia (2, F,(F,);> o, P) una base stocastica. Siano W, vy, 0o va-
riabili aleatorie definite su Q a valori in BV(0, T; Hi (D)) N C(0, T; H*(D)N
H! (D)) x HY (D) x H*(D) tali che

9 0< ing oo(w)@) Ssupgolw)x) <o Vwe.
re xeD
Allora esiste ed ¢ unica la coppia di variabili aleatorie (v, ) a wvalori in

L?(0, T; H(D))NL?(0, T; H*(D))x L1(0, T; H{(D))NW}0, T; L*(D))  (pos-
sono essere scelti arbitrariamente 1 <p, q, r < x), tale che

(10) ww)eL>(0, T; H (D)) VweD,

11) 0 < inf wXx,t) < su r,t)<o Voef,
(11) P T]Qo( e, T) o t)eDE[O, T]Qo(w)( ) €
(12) 0i(w), 0,(w)eL*(0,T; Hy(D)) VweD,

e lequazione (4), le condizioni (7)-(8) e la relazione

T T
(13) f(‘P, dv(w))2py = f(.M(Q(CU) V()), — p(0(@))e, )2y dt +
0 0

T
+ f((p, dW(Cl)))LZ(D) V@EC(O, T; Lz(D)) VC!)E.Q
0

stano verificate (per 1 dettagli vedi [3]).

Supponiamo ora che la perturbazione W sia un processo cilindrico definito su
una base stocastica (2, F,(F),-, P) a valori in H¢ (D). Consideriamo la seguen-
te base ortonormale in LZ%(D),

(14) e, =\2sinknx, k=1,2, ...

per il processo W si suppongono le seguenti ipotesi

(15) E(W(t) — W(s), e, (W(t) — W(s), €y,) = O it — s)

Vik, meN— {0}, Vte [0, o[, Vse[0, t], a;: una costante non negativa dipen-
dente solo da k,

(16) 2 k4ak< @,
k=1

Si noti che la (16) implica che W & un processo stocastico a valori in
H{([0, 1D N H*([0, 1]).
Si ha il seguente

TEOREMA 2. — Sia (2, F,(F});~0, P) una base stocastica, W un processo di
Wiener cilindrico a valori in Hy (D) N H%(D), vy, 0= log o, variabili aleatorie
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definite su Q2 a valori in H} (D), H'(D) rispettivamente. Allora esiste ed é unica
la coppia di variabili aleatorie (v, o) soluzione del sistema (4)-(6) con le condi-
ztont (1)-(8) a valori in

17 L=(0, T; Hy(D)) N L*(0, T; H*(D)) x L= (0, T; H'(D))

Idea della dimostrazione.

Tale teorema si dimostra procedendo per passi, si prova innanzitutto un risul-
tato di esistenza locale della soluzione in forma stocastica e si estende quindi la
soluzione locale utilizzando un procedimento di stime a priori.

Si prova infaﬁti che se (v, @) ¢ soluzione del sistema di equazioni (5)-(6), allora
supponendo la seguente relazione :

(18) [l o) + ol <@, Pog.s.(@>0)
si hanno le seguenti stime a priori
2
19) E (OgltagT ||v(t)||L2(D)) SN; <.
Definiamo il tempo d’arresto

tr(w) = inf {t>0: (@, O)ll.2m) + [W(w, O)|.2m) > R}

0) Im,M:0<m<o(x,t)<M< o, U(x,t)eDx[0, TAtz]P.g.s..

tATR
@1) E ( f Ivall%z<D>dt) < ®
0

(22) 0<§23T3§\1R”9x”%2(0) SNy <, Pg.s.
T/\TR
(23) E(anéai%\m“vx“%?(m + of ”Um”%?w)dt) < .

(per i dettagli vedi [4]).

Il caso bi-dimensionale & una naturale generalizzazione dei risultati ottenuti.
Si studia il sistema di equazioni (1)-(3) nel dominio D = [0, 1]? con le condizioni
(7)-(8), le funzioni v, p e ¢ sono considerate periodiche di periodo 1 nelle coordina-
te spaziali, il coefficiente u & una costante positiva mentre A si considera una fun-
zione positiva di g, in particolare nella proposizione 1 & considerata una funzione
qualsiasi di classe C? nelle proposizioni 2 e 3 viene considerata nella forma
A =1+ of ove B> 3, la perturbazione stocastica W viene descritta come un pro-
cesso di Wiener a valori in (H3(D)). Si hanno le seguenti proposizioni
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PRrOPOSIZIONE 1. — Esistenza ed unicita della soluzione locale

Siano w, vy, 0, variabili aleatorie definite su (2, T, P) a wvalori in
C([0, T1; H3(D)), H?*D), H*MD)N{g|eo>0,logooeL>(D)} rispettiva-
‘mente. Allora esistono un tempo d’arresto v e le variabili aleatorie v, o a va-
lori in L=(0,T; H*(D))NL?*(0, T; H*(D)) e L0, T; H*(D)) N {0, |oo>
0, logooe L *([0, T1 x D)} rispettivamente, tali che

(24) >0 P-qs.

(v, 0) ¢ lumica soluzione del sistema (1)-(3) con le condizioni (7)-(8) nell’inter-
vallo di tempo [0, ] P-q.s.

PROPOSITION 2. — Stima dell’energia
T
(25) E(Omng ”01/277”%2(0)) +E (IHV””%,Z(D) + ”/II/ZV'””%Z(D)dt) < .
<ts 0

PROPOSITION 3. — Stima della densita

(26) sup |lollripy < Np?2-1,  Vp>1
T

0<t<

ove N ¢ una costante che dipende dai dati iniziali del problema.

(Per alcuni risultati sulle equazioni di un gas viscoso in dimensione 2 o 3 vedi

[2]-[5D).
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