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Valutazione del prezzo delle opzioni Americane: 
metodi probabilistici. 

SABRINA MULINACCI 

Il rapido sviluppo dei mercati finanziari ha portato al sorgere di una svariata 
gamma di problematiche interessanti da un punto di vista matematico. 

In particolare, sta costantemente crescendo di interesse lo studio dei mercati 
di opzioni. 

1. - Nozioni preliminari. 

Indichiamo con D lo spazio delle funzioni reali definite in [0, T] continue a de­
stra e con limite sinistro finito. 

DEFINIZIONE 1. - Dati uno spazio probabilizzato (Q, $, P), una costante T > 
0 detta «orizzonte» ed una filtrazione (3\)te[o,T}> un mercato finanziario è costi­
tuito da un vettore di processi (St, Si, ..., Sf)tG[o,T] adattati e con traiettorie 
in D, che rappresentato gli attivi finanziari «con rischio» presenti sul mercato, 
e da un processo deterministico S° «senza rischio» dato da 

t 

J r(s) ds 

iS? = e° 
Il modello di mercato classicamente studiato è quello di Black-Scholes. In questo mo­
dello r(t) -r costante positiva, d = \ e l'unico attivo finanziaro (St)te[0fl] verifica 

dSt = St(judt + odWt), S0 = x0 

con JU, o > 0 costanti e W un processo di Wiener standard. 
Un modello di mercato che rappresenta una generalizzazione del modello di 

Black-Scholes è quello introdotto da Jeanblanc-Piqué e Pontier nel 1990 (vd. [1]) 
t 

^ - J r(s) ds 

in cui il processo dei prezzi attualizzati St = e ° St soddisfa 

(1) dSt = St - (o(t) dWt + (PitHdNt - Ut) dt)) , S0
(1) = x, 

dove N è un processo di Poisson di intensità À(t) indipendente da W. 

DEFINIZIONE 2. - Una «Opzione Americana» è un contratto che dà il diritto, ma 
non l'obbligo, di esercitare (eventualmente) una certa operazione finanziaria defi­
nita dal suo rendimeto ht e fissata dal contratto, sui d + 1 attivi finanziari presenti 
sul mercato in un qualsiasi istante t entro Vonrizzonte finale T fissato. 
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I tipi di opzioni più comuni si hanno per d = 1 e sono quelle di acquisto, dette cali, 
in cui ht=(St-K)+ e quelle di vendita, dette put, in cui ht=(K-St)

+. 
II valore Ut di una opzione americana in un generico istante t e [0, T] è dato da 

[ -fr(s)ds "I 
Ut = sup essE [e * ht\3\\. 

t 

( -fr(s)ds \ 
-U=\e • Ut) 

J r(s) ds \ - J r(s) o 

OSSERVAZIONE l.-U=\e ° Ut)te[0ì T] è l'inviluppo di Snell di e ° ht, 
- J r(s) ds 

ovvero la più piccola supermartingala che maggiora e ° ht. 

In generale, è utile approssimare modelli a tempi continui con modelli a tempi 
discreti in quanto per questi ultimi esiste una formula ricorsiva che fornisce, 
istante per istante, il valore dell'inviluppo di Snell. Più precisamente: se Yj, 
j = 0, ..., N, è un processo a tempi discreti adattato alla filtrazione (Sf^)j = 0,..., N il 
suo inviluppo di Snell (Zj)j = 0^^jN è dato da 

I ZN = hN 

Zj = max {YJ; E[Zj + 1 ]&$]} per j = 0, . . . , i V - l . 

Daltronde, spesso, le approssimazioni ottenute attraverso le discretizzazioni non 
sono, in generale, definite sullo stesso spazio probabilizzato del modello origina­
rio. Risultano quindi di un certo interesse la convergenza in legge e risultati di 
stabilità dell'inviluppo di Snell rispetto ad essa. 

2. - Stabilità funzionale dell'inviluppo di Snell. 

I risultati presentati in questo paragrafo sono una generalizzazione di quelli 
provati da Lamberton e Pages in [2]. 

Indichiamo con (3^) la più piccola filtrazione che rende adattato il processo Y, 

DEFINIZIONE 3. - Ipotesi (H) (Bremaud-Yor, 1978). Un processo Y adattato 
ad una filtrazione (3rt) soddisfa llpotesi (H) se ogni (^)-martingala è una 
(&t)-martingala. 

Sia ht = ip(t, St) ed indichiamo con =>Sk e con =>MZ la convergenza in distribu­
zione su D rispetto alla topologia di Skorokhod ed a quella di Meyer-Zheng, 
rispettivamente. 

TEOREMA 1. - Sia Sn una successione di processi stocastici in D tale che 
Sn=>SkS. Indichiamo con Jn i prezzi delle opzioni di rendimento ip(t, S™). Se: 

i) le leggi di SQ sono tese; 
ii) ip(t, x):[0, T] x 9t+—>9i+ è uniformemente lipschitziana; 
iii) le vv.aa. \p{x, S?) sono uniformemente integrabili per ogni %eN ed 

ogni (3f^n)-td.a. r; 
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iv) {SW}TO£N verifica il criterio di tensione L1 di Aldous; 

v) per ogni (£Ff )-tempo di arresto rn e per ogni legge limite di 
(Sn, Jn, rn\ se (S, J', 6) è il processo canonico su D2 x [0, T\ il processo S veri­
fica Vipotesi (H) rispetto a (3f,J,d). 

Allora (Sn, Jn)=>MZ{S, J), dove J è l'inviluppo di Snell di ip(t, St). 

Con alcune ipotesi aggiuntive si ottiene un risultato di stabilità rispetto alla 
più forte topologia di Skorokhod. 

TEOREMA 2. - Siano Jn = Mn — An le decomposizioni di Doob-Meyer. Nelle 
stesse ipotesi del teorema precedente e se, tenuto conto che 

(Sn, Jn, Mn, An)^Mz(S, J, M, A), 

/ verifica Vipotesi (H) rispetto a (&t,J,M,A), allora 

a) J = M-A 

b) se J è continuo, Jn=^>SkJ . 

Questi risultati, insieme ad altri, si trovano in [4]. 
Un aspetto interessante di questi teoremi è che consentono di ottenere delle 

approssimazioni dei prezzi anche in contesti non-markoviani, come nel caso delle 
opzioni Americano-Asiatiche definite da 

ht = ip\t 

3. - Approssimazione in Lp dell'inviluppo di Snell. 

Per il modello di Jeanblanc-Piqué e Pontier è possibile ottenere dei risultati di 
convergenza più forti di quelli visti, in virtù del fatto che i modelli approssimanti 
vengono costruiti sullo stesso spazio probabilizzato del modello originario. 

Consideriamo m, intero positivo, e S^1 una partizione equispaziata di [0, T]: 

f _ _ T 1 
ZF71 < (t0, . . . , t?m) ! 0 — tQ < . . . < t^m — T, tj — tj-i—Am= — >. 

In riferimento alla (1), siano 

om(t) = o(0)I{0}(t)+ E o(t;--i) Vi^-](*)» 
2m 

i = i 

2m 

<t>m(t) = <j>(0)I{0}(t)+ E </.(^_1)I ( i j_1;J . ](t). 
i = i 
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Consideriamo la successione dei processi Sm i cui valori attualizzati St = 
t 

- J r(s) ds 
e ° St verificano 

dST = ST- {om(t) dWt + <t)m{t){dNt - À(t) db)}, Stf = x1. 

Posto ht = ip(St), sotto opportune ipotesi sui coefficienti a, (p eÀ, valgono i seguen­
ti risultati: 

t 

- J r(s) ds 
TEOREMA 3. - Sia Jm Vinviluppo di Snell di e ° ip(St

m) e J quello 
di e~J *8)d8ip(St). Allora J™ converge in LP(P) a Jt uniformemente rispetto a 
£ e [ 0 , T] per p e [ l , +00). 

TEOREMA 4. - Sia ip(x) lipschitziana, con costante di Lipschitz L. Allora, se 

Cm = maxf sup \a1(s) - am(s)\; sup \f(s) - <pm(s) \ \ , 

si ha che 

E[\Jt-Jt
m\]^ o(CJ. 

Se, inoltre, i coejficienti Oi(t) e <pi(t) sono lipschitziani e Am è Vampiezza della 
partizione 6*™ si ha 

E[\jt-jr\ì^ o(Am). 

Se si considerano i processi discretizzati (Stn)j = 0t lt y m valgono dei risultati ana­
loghi, solo che, in questo caso, si trovano dei risultati sulla velocità di convergenza 
un pò più deboli: ad esempio nel caso a coefficienti lipschitziani si trova che la ve­
locità di convergenza è almeno dell'ordine di (A\®). -

I risultati di questo paragrafo si trovano in [3]. 
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