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Principio di massimo forte per sottosoluzioni
di equazioni ellittiche di tipo variazionale.

Mavorizio CHicco (Genova) (*)

Summary. - We prove a strong maximum principle for positive subsolutions
of second order elliptic partial differential equations in divergence form.

Notazioni e premesse.

Le seguenti ipotesi saranno fatte costantemente nel seguito,
senza esplicita menzione. Sia Q un insieme aperto limitato e
connesso di R™; siano a;e Loo(Q), b, € L,(Q), d;e L,(Q), ¢e Lyup»(Q),

n n
2 a;hA=v|X|? con v costante positiva, ¢ — Z(d,)s; =0 mnel senso
$,j=1 . ’ i=1

delle distribuzioni,

a(u, v) = f % p] Qi U0V —I—El(biuwiv + dauv,) + cuv | da

t,j=1

dx.

n n
o'(u, v) = / ; 2 QiU Ve, + X bV
4,j=1 =1
a

Sia CY(Q) lo spazio delle funzioni continue colle derivate prime
nella chiusura di Q, CoQ) lo spazio delle funzioni di C!Q) a
supporto compatto contenuto in Q, HYQ) e H;(Q) i completamenti
rispettivamente di CYQ) e di Co(Q) secondo la norma

e llaye) =11 liz, ) té” U, ||,y -

Dato un numero reale k, si dice che u <<k su {2 nel senso di

H'(Q) se esiste una successione wu;e C'({)) tale che u, <<k su oQ
(per ogni j) e lim ||u — u,||m(q) = 0. Si definisce poi il massimo
§ =500

di » su 2Q nel senso di H'Q) nel modo seguente:

max*u =1inf{k:u <k su 9Q nel senso di H'(Q)]|.
o ’

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca mate-
matici del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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La forma a(u, v) si dice coercitiva su H (])(Q) se esiste una costante
positiva h tale che

a(v, v)2h||'v||§13,(m per ogni ve H:,(Q).

G. StampaccHIA ha dimostrato i teoremi seguenti (vedi [1], teoremi
3.6 e 7.1): '

TeoREMA 1. - Sia uwe HYQ), alu, v) <0 per ogni ve HyQ),
v=0. Valga inoltre almeno una delle seguenti ipotesi:

1) — la forma a(u, v) & coercitiva su H,(Q)

2) — risulla ¢ — B (d)w,=c, nel senso delle distribuzioni, ove
i=1

¢, & una costante positiva.
Allora si ha
ess sup ¥ << max (0, max* u).
Q 290
TrorEMA 1. - Sia we H(Q), a'(w, v) =0 per ogni ve HyQ).
Allora se w assume il suo massimo in un punto interno ad Q, w
¢ costante in C.

(Ll'a tesi ha senso perche, nelle ipotesi del teorema, la funzione
w si pud supporre continua in Q: vedi [1], teorema 7.1).

Scopo del presente lavoro & dimostrare un risultato analogo
alla tesi del teorema 1’ per le soluzioni positive della disequazione

a(u, v) <0 per ogni we HoQ), v=>0.

In tal modo il teorema 1 resta provato anche senza le ipotesi-
1) e 2).

Cid viene fatto nel teorema 2.

Premettiamo la seguente

DEFINIZIONE 1. - Sia ue HYQ). esssupu=M. Un punto x,€Q

Q

st dice punlo di massimo per u se per ogni imtorno aperto U di
x, risulta

esssupu = M.
una

OSSERVAZIONE. — B facile verificare che esiste in £ almeno un
punto di massimo per u secondo la definizione precedente.

LeMua. - Sia ue H'(Q), u=0 quasi ovunque in Q, alu, v) <0
per ogni ve HyQ), v=>0. Sia A un aperto contenuto in L e tale
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che la forma a(u, v) sia coercitiva su HoA). Sia 24 la soluzione del
problema di Dirichlet:
Va'(za, v) =0 per ogni wve HE(A)
? 24— ue Ho(A).
Allora risulta w<<za quasi ovunque in A.

DIMOSTRAZIONE. — Posto % = max (4 — z4, 0), risulta e Ho4),
#u>0in 4 e quindi, con facili calcoli:

0=afu, u)—a'(za, u)=

—~f§ 2‘. a,J(%—ZA)mum +Lb(u—z‘4)wu+{c——..(d)x]uu dx >

i,j==1 =1

>/§ 2 a; uxuw +2buxu%dx>cost ||u§|H0(A)
17‘

=1

Cid prova che u = 0 q.o. in 4, cioé che u <z4 q.o.in 4, c.v.d.

TEOREMA 2. - Sia ue HYQ), alu, v) <0 per ogni ve Hy2), v=>0;
esssupu =M, 0 < M < + co. ‘

Q

Allora vale una ed uwna sola delle seguenti alternalive:

1) I punti di massimo di u (nel semso della definizione 1) sono
tutti sulla frontiera di Q.

2) u =M quasi ovunque in Q, ¢ — Z(d)e, =0 nel semso delle
=1

distribuziond, a(u, v) = 0 per ogni veHé(Q).
DiMosTRAZIONE. — Non & restrittivo supporre che sia u >0,

poiché in caso contrario si ragiona sulla funzione max (u, 0).

Supponiamo che esista un punto x, di massimo per % interno
ad Q e facciamo vedere .che vale l’alternativa 2. Sia S una sfera
di centro x, e di raggio 7, abbastanza piccolo in modo che S sia

contenuta in e che la forma a'(m, v) sia coercitiva su Ho(S)
(teorema 3.1 di [1]).
Lia soluzione zg ‘del problema di DIRICHLET

1) a'(zs, v) =0 per ogni wve Hy(8)

(2) zs— ue HyS)
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esiste unica (teorema 3.3 di [1]) e si pud supporre continua in S
(teorema 7.1 di [1]). Per il lemma precedente risulta

(3 # <2zs quasi ovanque in 8.
Poiche v < M q.o. in Q, si ha (per regolarizzazione)

4) max*u < M
s

ove «max*» indica il massimo nel senso di H!(Q).
Inoltre per il principio di massimo debole (teorema 3.6 di [1])

{H) M < max* u.
a8
Dalle (2), (4), (5) si ricava

(6) max*zg = M
Py

¢ per il teorema 1 vale una ed una sola delle seguenti alternative:
(7) zs<<M in S
{8) zs=M in 8.

Facciamo vedere che la (7) non pud verificarsi. Infatti, sia U

un qualunque aperto tale che x,e U e U S; per la (7) e per la
continuita di zs risulta

{9) esssup zs << M
U

© poiché x, & punto di massimo per w:

{10) esssup % = M.
U

Le (9), (10) sono in contrasto con la (3) ed & quindi assurdo che
valga la (7). Si verifica quindi la (8) la quale, insieme alla (2), implica

{11 w=M su S (nel senso di HQ)).

Poiché tutfo si pud ripetere per le sfere S(x,, ) eon r <r,,
ne viene

{12) @ =M quasi ovunque in 8.

(Ci6 si dimostra facilmente per assurdo applicando il teorema di
EeorROFF ad una successione v; e cHQ) convergente ad « in H(Q)).
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- Come subito si verifica, la (12) basta per econcludere che u = M

quasi ovunque in'Q, ed in tal caso & ovviamente ¢— X (d;)r, =0
i=1
nel senso delle distribuzioni e a(u, v) = 0 per ogni ve HyQ).

c.v.d.

Il teorema 2 si pud estendere al caso in cui esssup# = -+ co
nel modo seguente:

CoroLLaRIO. — Sia ue HYQ), a(u, v) <0 per ogni ve HyQ),
v=>0; esssupu = -+ oco.
o

Allora ¢ punti di massimo per u (nel senso della definizione 1)
sono sulla frontiera di £.

DIMOSTRAZIONE. — Si pud ragionare per assurdo ripetendo la
_ dimostrazione del teorema precedente, oppure applicare il teorema
5.1 di [1] che fornisce immediatamente la tesi. c.v.d.
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