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Limiti diretti di spazi topologici generalizzati.

MARIO SERVI (Parma) (*).

Santo. - Si dà una deftnisione generale di limite diretto per una
famiglia di strutture di una data specie e si dimostra che gli spasi
topologici generaliszati (di specie F, V, VD, Va* Va,D) ammettono limiti
diretti.

Premessa.

Sia A un insieme totalmente ordinato e sia (Si)xeA una famiglia
di s p a z i t o p o l o g i c i con %\ insieme degli aperti di Sx9 tali
che se ^^CA, sia S^ £ Sx e Tinclnsione f^.xl S^ÇZ Si sia continua.
Si chiama allora limüe direlto della famiglia lo spazio (S, %), dove

S= \J Si e • V = | Ue S(S) : ü f] Si e %x, v A e A |.
>.6A

Indicatà, per ciascun XeA, con fx Tinclusione Si—S, si ha:

(i) % è una topologia. È facile inf.atti verificare che l'interse-
zione di due aperti è aperta, cosï come Funione di una qualunque
famiglia di aperti ;

(ii) Ie fx sono tutte continue. Ovvio, perché fx~\U) = U (J S?, ;

(iii) sia X uno spazio topologico e sia igx)is^ wna famiglia di
funzioni continue, gi\Si—*-X tali che se À < [x, g^ofx^^^g}. Esiste
allora ed è unica la funzione continua g:S-+X tale che gx= gofi
(essa è data da g : x <rr> gix, se xeSi),

La situazione ora descritta giustifica le seguenti considerazioni
che ne costituiscono una generaîizzazione.

1. - Limite diretto di insiemi rispetto aile inclusioni.

Sia A un insieme filtrante superiormente (upward directed set,
Cfr. ad es. [2], pag. 113) e sia (JS?JXGA una famiglia di insiemi tali

(*) Lavoro eseguito nell'anibito dell'attività del Gruppo di Ricerca
Matematico n. 37 del C.IS'.R, nell'anno 1966-07.
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ohe X < (x =|> Sx Ç S^, U e A . Poniamo / ^ : S>. Ç S^, S

fil S\Ç2 S. Sia dato ora un insieme Ü7 ed una funzione g*. S —» E.
Posto g\ = gof\t la famiglia {gx)xeA gode délia seguente proprietà:

Yiceversa, data una famiglia (gx)xçA soddisfacente la (1), esiste una
. ed una sola funzione g ; S —*• E taie che g\ = gofx> Bssa è data da

<(2) g\x<rr> gxx, se xeS\.

La (2) è ben data, perché A è filtrante. Sia infatti xeS\ f| S^.
Sappiamo allora che 3veA taie che A; JX _< v. Ne segue gk = gvofi)V

.g\x = flfvo/^v' e quindi ĝ as =

2. - Limite diretto di strutture di una data specie,

Supponiamo ora che gli insiemi Sx siano dotati di strutfcure Sx
di una data specie 2 e sia <r una classe dj. morfismi per 2. Per
restare nell'ordine di idee di BOTTRBAKI [1], diremo che una struttura
di specie 2 su S è il limite diretto délia famiglia data, se essa è
struttura finale pe r l a famiglia (S\, &x<> fx)xe&- Bquivalentemente se:

1) le inclusioni fx *, Sx ~~~ S sono morfismi ;

2) data una f unzione g ; S -- E, dove E è niunifco di struttura
di specie 2, se le gof\ sono morfismi, anche g lo è.

3. - Limite diretto di spazi top-gen (rispetto aile inclusioni).

Ci proponLamo ora di studiare il caso che 2 sia una delle specie
di strutture di spazio top-gen e a la classe delle applicazioni
« continue » (ved. SERVI [3] e bibliografia ivi riportata).

3.1. - CASO F.

2 sia ora la specie di struttura di spazio top-gen di tipo F e
Kx (̂  e. A), Km siano gli operatori chiusura sugLL Sx e su E rispet-
tivamente. Per ogni XC S: sia A(Z) = | X g A : I Ç ^ | . Si definisca
ora K su S corne segue:

(3) KX=X, se A(Z) = 0 ; KX = [} KyX, altrimenti.

Si verifica subito che il K cosï definito è un i^-operatore. Si ha poi:
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1) Ie f\ sono continue. Infatti, sia X£ Si, quindi Xë A(X); allora

£ U

2) sia g]S-+E e supponiamo che per ogni XeA, gofx sia continua,
cioè (tenuto conto che Ie f\ sono inclusioni) gKxX(Z KEgX, ( I C S).
Dobbiamo dimostrare che anche g è continua, cioè gKX Ç KsgX,
( I Ç S). Questa, se A(X) = 0 segue immedjatamente dal fatto che
KE è un i^-operatore. Altrimenti, da X e \{X) segue gKxXÇZ KsgX
e quindi gKX = g \J KxX = [} gKxX Ç K$gX.

In conclusione, (S, K\ è il limite diretto (secondo la definizione
data sopra) della data famiglia.

3.2. - CASO V(VD).

Si definisca K su S corne segue .

(4) KX = U Kx(X fi 8Ù (X e S).
31 € A

Si verifica facilmente che K è di tipo V (di tipo VD) se tali
sono tutti i Kx* Si dimostra anche facilmente che sono soddisfatte
Ie condizioni 1) e 2). Dunque, anche Ie specie di struttura di spazio
dl tipo V e di tipo VD ammettono limiti diretti.

3.3. - CASO Va.

Sia K<x l'a-associato a /C, cioè il piu fine Va-operatore meno
fine di K (per la sua esistenza, cfr. ad es. [3]), e verifichiaino che
{S, Ka) è il limite diretto della data famiglia, nel caso che tutti
i Kx siatio di tipo Va e K sia definito dalla (4). È immediato
verificare che tutte Ie fx sono ancora continue ; per verificare che
g è continua quando lo sono tutte Ie gofx, definiamo su S un
operatore, K% corne segue: K' = g—^-Ksg- É facile verificare che
K' è un Va-operatore tale che KX £ K'X; per la definizione di
Km segue allora che Ka<K\ cioè K^^ig~1KEg, da cui si ricava
subito gK < Ksg, cioè g è continua.

4. - Limite diretto di insiemi rispetto a fuiizioiii qualunque.

Yogliamo generalizzare Ie considerazioni precedenti al caso che
Ie fxtp non siano più inclusioni. Precisamente, sia A un insieme
filtraute superiormente, sia (iSx)x6A una famiglia di insiemi e per
ogni coppia X, JA e A tale che X <£. jx, sia fx^'. Sx —>• S^ una funzione
con la propriété che

(6) ^ < y- < v ̂ . fptVO/X,JJL = fx,v ^d inoltre fx,x = Is, .

25
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Ci domandiamo se esiste un insieme S ed una famiglia di funzioni
ihheA tali che fx\ Sx ~* S, fxofx^ = fx ( X < » e tali che, comunque
dato un insieme E ed una famiglia {gx)xeA di funzioni con la proprietà

(6) gx : Sx — E e g^ofx^ = gx (X < tu),

esista e sia unica la funzione g ; S ~ E taie che gofx = gx-
La risposta è affermativa e la costruzione di £ e délie f\ procède

corne segue. Sia S~ l 'unione disgiunta délia data famiglia di
insiemi, ehe, per semplicità, supponiamo addirittura d i s g i u n t i
a d u e a d u e . Definiamo poi su JS~ la seguente relazione o :

(7) xpy se e solo se 3 v > j/., X taie che f^vx = fx,vy (xeS^ yeS\).

Si dimostra agevolmente che p è di equivalenza. Poniamo infine

(8) S = S~l? ed fxx = [x] (x e Sx)

e dimostriamo che sono soddisfatte tutte le proprietà desiderate.

1) fpofxtp = fxf se A < f*. Infatti, se X < JA, è xtf\#x, VxeSx (si
prenda v = JJL). Ne segue Tuguaglianza voluta.

2) Siano E e (gx)xeA corne sopra. Si definisca g corne segue. Se
xeSx, g[x] = gxx- Mostriamo che la definizione è lecita, cioè che
se [#] = [2/]Î con xeS\ ed yeS^, allora gxx = g^y. Sia infatti
v >*> V- ̂ l e che fx,vx — f^}Vy, Si ha: gxx = gvofx,vx = gvof^vy = g^y.
Si ha inoltre gof\x = g[x] = g\x, cioè gofx = gx- Infine l'unicità
di g si dimostra cosi: se g' è taie che g'ofx = gx, allora si ha

5. - Limite diretto di strutture.

Se ciascun insieme Sx è munito di una struttura.§?, di specie 2 e
ciascuna fx^ è un morfismo^ definiamo corne struttura limite diretto
su JS una struttura § (se esiste) che sia «finale» per la famiglia
{Sx, &\, fx)xe\ taie cioè che le fx siano. morfismi e che comunque
dato un insieme I?-dotato di una struttura di specie 2 e comunque
datl dei m o r f i s m i gx soddisfacenti la (6), anche la g definita
nel précédente paragraf o sia un morfismo. Per quanto riguarda
gli spazi top-gen, si possono generalizzare i risultati del n. 3.
Precisamente si definiscano su S gli operatori K e K' nel seguente
modo. Pe r ogni XÇZ S sia
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KX=X, se A(X)=0: KX = (J fxKxZ, altrimenti. K'X =
fxz=x

= U frKif-iX ( Ï Ç S). Nelcaso ^, (S, K) è lo spazio desiderato ;
X6A

nei casi V e VD è (S, K'), infine nel caso Va lo spazio limite
diretto è (S, JÇ'a). La verifica si conduce con tecnica siniile a quella
relativa alle inclusioni svolta nel paragraf o 3, e pertanto la
omettiamo.

Concludendo, Ie specie di struttnre di spazio topologico genera-
lizzato ammettono limiti diretti.
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