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Limiti diretti di spazi topologici generalizzati.

Mario SErvI (Parma) (¥).

Santo. - Si da una definizione generale di limite diretto per una
famiglia di strutture di una data specie e si dimostra che gli spazi
topologici generalizzati (di specie F, V, VD, Vu. Va D) ammettono limiti
diretti.

Premessa.

Sia A un insieme totalmente ordinato e sia (S))rea una famiglia
di spazi topologici con %) insieme degli aperti di S;, tali
che se <<}, sia S, & Sy e V'inclusione f,3: S, C S sia continua.
Si chiama allora limite direlto della famiglia lo spazio (S, %), dove

S=US e T=|{Ue8S): UNSic%,, v eAl
TEA

Indicata, per ciascun A€ A, con f, Vinclusione S; — S, si ha:

(i) © & una topologia. B facile infatti verificare che 1’interse-
zione di due aperti & aperta, cosl come Punione di una qualunque
famiglia di aperti; ‘

(ii) le fr. somo tutte comtinue. Ovvio, perche f, (U)= U U S

(iii) sia X uno spazio topologico e sia (¢))res una famiglia di
funzioni continue, g, :S)— X tali che se » <y, gyofiu=g). Esiste
allora ed & unica la funzione continua g:S— X tale che gr= gofa
{essa & data da g:x o> g, se x€S)).

La situazione ora descritta giustifica le seguenti considerazioni
che ne costituiscono una generalizzazione.

1. - Limite diretto di insiemi rispetto alle inclusioni.

Sia A un insieme filtrante superiormente (upward directed set,
Cfr. ad es. [2], pag. 113} e sia (S));ea una famiglia di insiemi tali

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca
Matematico n. 37 'del C.N.R., nell’anno 1966-67.
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che A <p= 85, C 8, A reA. Poniamo f,,:$H S S,, S={J S,
: AEA

fr:8» € S. Sia dato ora un insieme E ed una funzione g:S — E.
Posto gy =gofi, la famiglia (ghhhea gode della seguente proprieta:

(1) A<= gpofip =00, (s weA).

Viceversa, data una famiglia (gi)rea soddisfacente la (1), esiste una
. ed una sola funzione g: S — E tale che ¢) =gof,. Essa & data da

{2) g:xe>gx, se xel.

La (2) & ben data, perche A & filtrante. Sia infatti xe S, [ S,.
‘Sappiamo allora che jve A tale che 4, . <v. Ne segue g)=g,0f,v

g = gvofpy € qnindi grx = g,x-

2. - Limite diretto di strutture di una data specie.

Supponiamo ora che gli insiemi S; siano dotati di strutture §,
di una data specie £ e sia ¢ una classe di morfismi per E. Per
restare nell’ordine di idee di BourBAKI[1], diremo che una struttura
di specie 2 su S ¢ il limite diretto della famiglia data, se essa &
strattura finale per la famiglia (Sy, 81, fi)iea. Equivalentemente se:

1) le ineclusioni fy: S) — S sono morfismi;

2) data una funzione g: S — E, dove E & munito di struttura
di specie 2, se le gof; sono morfismi, anche g lo &.

3. - Limite diretto di spazi top-gen (rispetto alle inclusioni).

Ci proponiamo ora di. studiare il caso che = sia una delle speéie
di strutture di spazio top-gen e ¢ la classe delle applicazioni
«continue» (ved. SERVI [3] e bibliografia ivi riportata).

3.1. - Caso F.

S sia ora la specie di struttura di spazio top-gen di tipo F e
K, (2e A), Kg siano gli operatori chiusura suglii S) e su E rispet-
tivamente. Per ogni XC 8, sia A(X)={ e A: XC Sy} Si definisca
ora K su S come segue:

{3) KX=X, se AX)=@; KX = |J KX, altrimenti.
) LEA(X)

8i verifica subito che il K cosi definito & un F-operatore. Si ha poi:
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1) le f, sono continue. Infatti, sia X S;, quindi »e A(X): allora

HhKX=KXC |J KX=KX=KhHhX;
j€8(X) :

2) sia y:S— E e supponiamo che per ogni AeA, gofs sia continua,
ciod (tenuto conto che le fi sono inclusioni) gKh X C KrgX, (X C 8).
Dobbiamo dimostrare che anche g & continua, ciod gKX C KggX,
(XS 8). Questa, se A(X) =@ segue immediatamente dal fatto che
Kr & un F-operatore. Altrimenti, da X e A(X) segue gK X C KrgX
e quindi gKX =g |J KiX= |J gK:XC KggX.

LEA(X) 1EA(X)

In conclusione, (S, K) & il limite diretto (secondo la definizione
data sopra) della data famiglia.

3.2. - Caso V(Vp).
Si definisca K su S come segue.

{4) KX =7U\K1(X N s, (X< 8).
L€ /

Si verifica facilmente che K & di tipo V (di tipo Vp) se tali
sono tutti i K. Si dimostra anche facilmente che sono soddisfatte
le condizioni 1) e 2). Dunque, anche le specie di struttura di spazio
di tipo V e di tipo Vp ammettono limiti diretti.

3.3. - Caso V,. ,

Sia K, P'a-associato a K, ciog il pih fine V,~operatore meno
fine di K (per la sua esistenza, cfr. ad es. [3]), e verifichiamo che
(S, K,) & il limite diretto della data famiglia, nel caso che tutti
i K, siano di tipo V, e K sia definito dalla (4). E immediato
- verificare che tutte le f, sono ancora continue; per verificare che -
g & continua quando lo sono tutte le gof,, definiamo su S un
operatore, K’, come segue: K’ = g—1Kgg. Bl facile verificare che
K’ & un V,-operatore tale che KX C K'X; per la definizione di
K, segue allora che K, <K', ciod K,<<g—'Kgg, da cui si ricava
subito gK < Kgg, ciod g & continua.

4. - Limite diretto di insiemi rispetto a funzioni qualunque.

Vogliamo generalizzare le considerazioni precedenti al caso che
le fi,,. non siano piu inclusioni. Precisamente, sia A un insieme
filtrante superiormente, sia (S))rga una famiglia di insiemi e per
ogni coppia A, ne A tale che A <y, sia f,,: 8) — S, una funzione
con la proprieta che

) A< p<v=>fuyofap=h,y ed inoltre fi=1g,.

25



366 MARIO S. SERVI

Ci domandiamo se esiste un insieme S ed una famiglia di funzioni
(fh)ea tali che f,:8, — 8, ficfiu=1fr (A<<p) e tali che, comunque
dato un insieme E ed una famiglia (g;);‘é,\ di funzioni con la proprieta

(6) NS —E e guofrip= A< w)

esista e sia unica la funzione g: S — K tale che gof, = gi.

La risposta & affermativa e la costruzione di S e delle f; procede
come segue. Sia S~ l’unione disgiunta della data famiglia di
insiemi, che, per semplicita, supponiamo addirittura disgiunti
a due a due. Definiamo poi su § la seguente relazione o:

.(7) wpy se e solose 3v=>u, L tale che f, . x=/ry (wesp, Yel).
Si dimostra agevolmente che p & di equivalenza. Poniamo infine
(8) S=S8"]p ed fix=][x] ) (xe S)
e dimostriamo che .sono soddisfatte tutte le proprieta desiderate.

1) fuohiu =11, se A < p. Infatti, se A <y, & xpfr, ¢, vx€S) (sx
prenda v = p). Ne segue l’uguagllanza voluta.

2) Siano E e (g )aea come sopra. Si definisca g come segue. Se
xe S, g[c] = gix. Mostriamo che la definizione & lecita, ciod che
se [x]=[y], con xe S ed yeS,, allora gax=g,y. Sia infatti
v =1, » tale che f3,yx=f,.y. Si ha: Grx = gyofiv®=gyofu, Y = gpy-
Si ha inoltre gofix = g[x] = g, ciod gofi = gi. Infine I’ unicita
di g si dimostra cosl: se g’ & tale che g'of; = ¢, allora si ha
g'lx] = g'he = g = glx].

b. - Limite diretto di strutture.

Se ciascun insieme S; @ munito di una struttura.$) di specie = e
ciascuna f;, € un morfismo, definiamo come struttura limite diretto
su S una struttura § (se esiste) che sia «finale» per la famiglia
(Sx, $»y fihhea tale cioe che le f, siano. morfismi e che comunque
dato un insieme E .dotato di una struttura di specie = e comunque
dati dei morfismi g, soddisfacenti la (6), anche la g definita
nel precedente paragrafo sia un morfismo. Per quanto riguarda
gli spazi top-gen, si possono generalizzare i risultati del m. 3.
Precisamente si definiscano su S gli operatori K e K’ nel seguente
modo. Per ogni XC S sia

AX)={reA: X=pHf XI.
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KX =X, se AX)=@; KX= UY HKyZ, altrimenti. K'X =
' 1€B(X)
hHz=X ,

= | hKf2X (X S). Nel caso F, (S, K) & lo spazio desiderato;
AEA

nei casi V e Vp & (S, K'), infine nel caso V, lo spazio limite
diretto & (S, K)). La verifica si conduce con tecnica simile a quella
relativa alle inclusioni svolta nel paragrafo 3, e pertanto la
omettiamo. '

Concludendo, le specie di strutture di spazio topologico genera-
lizzato ammettono limiti diretts.
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