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Una caratterizzazione dei generatori di funzioni coseno astratte.

Gr. D A PRATO - E. GITJSTI (Pisa) (*)

Siuito. - Si dà una condizionenecessaria e sufftciente affinché un operatore
generi una funzione coseno in spazi di Banach.

J. Sia X uno spazio di BAK ACH con norma ||-| |. Un'applicazione
C:t-+C{t) della retta reale R nell 'algebra £(X, X) (l) degli ope-
ratori lineari e continui su X è una « funzione coseno » [3] se
sono verificate Ie seguenti condizioni:

(1) C è fortemente continua

(2) C(t + t') + C(t - t') = 2C(t)C(t') V ^ t' e &

(3) C(0) = J.

Si dimostra [4] [1] che una tale C cresce al più esponenzial-
mente; cioè che esiste una costante o> > 0 tale che

(4)

Il generatore infinitésimale A di C è

(5) Ax = C"(0)x

ed ha dominio

(6) B{A)= \xeX: C( . )xe C*(R;: X)\ (*)

i è un operatore chiuso con dominio denso in X

La funzione coseno è connessa allo studio del problema di;

{*) Lavoro svolto nell'ambito del gruppo di ricerca n° 46 del C.JS\R.
(*) Salvo contrario avviso Z(X> X) si supporrà munito della topologia

forte.
(2) C2(/?; X) è lo spazio delle funzioni su R a valori in X due voltes

differenziabili con continuitâ nella topologia di X.
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OATTCHY per Pequazione délie onde astratta [1]:

d*u

u(0) = u0 u'(O) = vo.

Detta F la tras formata di LAPLACE di C:

si ha

(9)

dove i£ è il risolvente di A,
In questa nota daremo una caratterizzazione del generatore

infinitésimale A di C, dimostrando il seguente teorema:

TEOREMA. - Sia A un operatore lineare chiuso in uno spazio
di Banach X con dominio DA denso in Z. Condizione necessaria e
suffidente affinchè A sia generatore infinitésimale di una funzione
coseno è che, posto Fft) — Xi2(X*, A), esistano due costanti M> 0 ed
(o > 0 tali che per ogni X con Re X ;> w s* abbiano le maggiorazioni :

dû) II

II seguito del lavoro sarà dedicato alla dimostrazione del teorema.

2. Si vede subito che le condizioni (10) sono necessarie. Basta
infatti derivare sotto il segno di integrale la (8) e usare la (4). Si
tratta quindi di dimostrare la sufficienza. Sia allora A un opera-
tore lineare chiuso con dominio D[A) denso in X e taie che F(l) =
= XjR(X«, A) verifichi le (10).

Osserviamo innanzitutto che A è generatore infinitésimale di

semigruppo G di classe # [ —^, ^j [2], Si ha infattiun

(3) Si sceglie la determinazione délia radice in modo taie che
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e, posto X = | X | e*e ( | 6 | < %) :

(12) lim

Poniamo ora

, A)\\<:
M

dore Ô ed s sono due numeri rerificanti Ie relazioni ~ <

e d E > s e ^ 9 -
Sia F il cammino T+ (J r_ percorso in modo da lasciare a

sinistra l'origine; introduciamo Ie funzioni ausiliare:

(14) C{t, s) = ̂  fcos V ^ T i e**B{\ A)dX (t e R, s > 0)

(15) Cn(t, i

Eticordando la (12) si prova facilmente che

(16) lim Cn(t, s) = C(t, 8).
n——»-oo

Definiamo infine le seguenti «funzioni approssimanti» :

(17) Cn(t) = e-»* 1 + J M - 1)" fcj(fc\_1)

ed osserviamo che, in vir tù delle (10), si ha :

<18) \\ Cn{t)\\ < Me™*.

LEMMA 1. - Si ha Videntité:

(19) Cn(t)G(s) - Cn(t, s)

DIM, - Poichè G è analitico, si ha:

t ^ 0, s > 0.

(20)

e quindi

(21)

G(s) = ~ Je^R{\ A)d\

F(n)G(s) = 2 ^ fne>sR(n\ A)R(\ A)dk
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IJsando l'identità del risolvente:

nelsJ
r .

1 ç nels

(22) F(n)G(s) = ^ J ^ ^
r

n* — ,
r

esseudo
r eXs

jn~XdX = °-
f

Posto

(23)
si ha
(24) F?\n, s) = K:{~/F I ̂ . ^ ^ R(\ A)dk

(25) J^V)^*) = *"+V. s) + -f-V, s).
Dalle (17) e (25) si ottiene

(26) C„(t)G[s) = Lt[t, s) + Luit, s)

dove si è posto

e, introducendo la (20) e la (24):

p~- nt oo

L^T(t,s) = ~ E ICI

X, A)d\.

La tesi segue allora dalla (26).

PROPOSIZIONE 1. - Esiste C{t) = lim Cn(t) e C(-) è una funzione
continua, n^+œ

DIM. - Posto
T - U G(s)X

s>o
Y è denso in X

{4) Le derivate sono intese rispetto alla prima variabile.
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Se y e Y poniamo

C(t)y = lim C„(t)y.
M- «-00

Taie l imite es i s te : infat t i y — G[s)x pe r qua lche s > 0 e p e r
qualche x e X, p e r cui

Cn[t)y = Cn(t, s)x — C(t, s)x.

Lint

D'altra parte || Cn(t)\\ < Men~° < Me^1 per o>£ > w non appena
n è abbastanza grande e quindi si puö porre:

(28) C(t)x= lim C„(*)a; V * G X-
n—i-oo

Per il teorema di BAKACH-STEIK^HAUS C(t) e Ü(X, X) per ogni
t>0 e \\C(t)\\<Me^ (5).

La funzione C(t)x è continua per ogni x e l ; infatti ciö è evi-
dente se x G Y, e segue per tutti gli x e X dalla equilimitatezzà
sui compatti di j|C(£)||.

Abbiamo cosï costruito una funzione C(t) per t >_ 0. Osserviamo
che C(0) = 7. Infatti è chiaro dalla dimostrazione précédente che
vale l'identità

(29) 0{t)G(s) = C(t, s)

da cui ricordando la (14) si ottiene C(0) = I su Y e quindi su X.
Per t < 0 poniamo

(30)

PBOPOSIZIOÏSTE 2. - £i to Videntità:

(31) . C(t + f) + C(t — f) = 2C{t)C(t')

DIM. - In virtù della (29) basterà dimostrare che

(32) C(t + t', s + s') + Cit — t\ s + s') = 2C(t, s)C(t\ s').

Si ha

C(t, s)C{lf, sf)=r^r- (dp f cos V^ltcosV— ^fe^+^' x
r> r '

XR{\ A)R{^ A)dl (6)

(5) Infatt i | |C(O| |<Jfewi* per ogni n^ > co.
(6) Osserviarao che per G fissato la funzione C(t, s) non dipende da e.
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dove
r ^ r + U l p i e C i ^ l +

In virtù dell'identità del risolvente

C(t, s)C(t', 8') = -J^r-t JcosV=^f e '̂dy. /cosV^
r r

r

— À

\ A)dl
r

e la tesi segue dalle proprietà délie funzioni cos V— X t.
Resta ora da dimostrare che la « funzione coseno » C(t) cosï

costruita ha per generatore A.
Basterà per questo dimostrare che la trasformata di LAPLA.CE

di C{t) è ' F(l).

PROPOSIZIO^TE 3. - Per tutti i ^ e C con Re [x > w si ha:

00

(33) le-v-tC{t)dt = F{^)t

0

DIM. - Segue, passando al limite, dall'identità

(34) fe-*C*W = -±- + -£-* F
J ^ + w ([X + M)2

0

valida per tutti i JA con i2e —* , >> o>.
La (34) dériva immediataniente dalla (17) integrando per serie

ed osservando che FQCj è analitica per i?eX>«.
Dopo l'invio del lavoro siamo venuti a conoscenza di un lavoro

di M. SOVA (Cosine operator functions, «Rozprawy Matematyczne»
(1966)) in cui i nostri risultati sono provati con metodo diverso.
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