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Problemi di convergenza nelP interpolazione di tipo mist©
Lagrange-Hermite

FERRTJCCIO FONTANELLA (Firenze) (*)

Santo. - We consider the interpolatie g polynomial S2n+P— 4 satisfing

where x^ are the zéros of the n-th Tchebycheff poJynomial of the first
kind and the £t- are p adjoined abscissas, indipcndewdt of n and dif-
rent front the zéros of the above mentioned polynomial.

We have demonstrated a convergence theorem Une for functions of
the type

f{a) = c + | x - St |°" | x - g, [ö2... | x -

where a?*>0 j=l, %•», p

S

and cp(ac) continue function.

1. Assegnati nell ' intervallo [—1, 1], n punti distinti x1, xtJ

..., £Cn e, corrispondentemente, % valori j / , , i/2,..., 2/n è noto che il
polinomio di interpolazione di LAGRAKGE è l'unico polinomio di
grado <^n—1 che negli n punti assegnati assume i valori ylt yt,
..., yn1 mentre il polinomio di interpolazione di HEEMITE è Tunica
polinomio di grado < 2 n — 1 che nei punti xx, x%,..., xn assume
i valori yx, yt,..., yn ed inoltre, negli stessi punti, assume derivata
prima assegnata.

I n un mio recente lavoro [1], riprendendo una nota di L. M E K L I

[2], ho considerato il polinomio di interpolazione

(i) sin[X) =£yt ~ [i - (i/** + "•(**)K.(M(* - *tW£\*)r

con n = 2m, m intero, e con

W„|uJ| \X ^~~ X•,f\pC' "~~* Xa) *.. \*C ft) Je — 7 7~ \~J "" \

(*) Liavoro eseguito nell' ambito del Gruppo di Riceixa n. 6 del Comitato
]S"azionale per la Matematica del C. "N. R. per F anno 1966-67.
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che negli n punt i . as,, ar8,..., xn assume, rispettivamente, i valori
V\> y%i -M 2/«) c o n derivata prima nulla in tali punti e che, inoltre,
si annulla per x — 0,, senza alcuna condizione sul]a derivata prima
in tale punto, ed ho dimostrato il teorema:

Data una funzione <&(#), continua nell 'interval]o [— 1, 1], posta
f(x) = c + | x \a y(x) (J) con a ;> 0, assegnati nei punti fondamental!
xl9 x2i..., xn, zéri del polinomio di TCHEBYCHEFF di l a specie, i
valori f{xx), f(x3)r,.., ((x^ si consideri il polinomio /S2tt|a;) che nel
punto xk assume il valore f(xk) e con Sf2n(xk) = 0 per # — 1 , 2,..., n-
e tale che sia S2n(0) = 0 (2), seuza alcuna ipotesi sul valore JS'2«(0),.

allora si ha, uniformemente in [— 1, 1],

lim S2n{x) == f\x).
«-00

Scopo di questa nota è un'estensione di tale risultato. Dato il
polinomio, di grado <2n-\-p — 1,

con

e con o>n(x) ed Ik date dalle (2), sarà infatti dimostrato il teorema:

Data una funzione <f(x)j continua nell 'intervallo [— 1, 1], posta

con — l < ï M Ss,.«, Sp < 1, dove ; , , Ç,,..., ^ non sono zeri del
polinomio di TCHEBTCHEFF di l a specie, a t > 0 , i = l , 2,.. . , j9, e
con aI + as + . . . + ^ a p > 2p :v-2, assegnati nei ptinti fondamentali
xly o;,,..., x«, zeri del pqlinomio di TCHEBYCHEFF di l a specie, i
valori f(xx\ /(a;,),..., /"(xn), si consideri il polinomio S2«-fp—i(a;) che
nel punto xk assume il valore f(xk), con S'2n+p— i(xk) — 0 per fc= 1,
2,.... M, e tale che Sgn+p—il5,:)=:'O *=1 , '2 , . . . , _p, senza alcuna ipotesi

(*) L a costame c puö essere assunta, per semplieità, iiguale a zero senza.
perdore in generalità.

(2) Si nöti ehe nelle ipotesi fatte (n = 2m), x == 0 non è zero del poli^
nomio di TCHEBYCHEFF di l a specie.

(3) Si veda la nota (i).
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-sul valore S'an+p—i&K * — 1, 2,. ., p, allora si ha, ed uniformemente
in [ - 1 , 1],

lim iS2»+p-i(a!) = f{x) (4).
«•—-00

2* II teorema enunciato sarà dimostrato, per semplicità di cal-
colo, nel caso particolare p = 2, ma la dimostrazione per p <jua-
lunque è perfettamente analoga. Il polinomio £2«+i(#) sarà indicato
-da ora in avanti semplicemente con S{x).

Nelle ipotesi fatte si ha

p = 2 o>n(x) = cos n0 x == cos 6

iA = cos ÔA = cos (2k — 1)TT/2» & = 1, 2,..., n

Si =4= 5. Ç*=t=** : * = 1 . 2,.. . , n ; t = l , 2,

-ed il polinomio (3) assume la forma:

o4 _ Çi)(c08 h _ w (cos e _ cos hY V-p^ E"

con P ^ , Ej, y = [cos 6A . s e n - 2 6A + (cos 6A — 5 J - 1 + (cos 6ft — S
{cos 6 — cos 0A), ovvero , posto

i Y ( 6 o M , ?8) = (coseA — ^KcosG^ — y ( l — cos6A. cosG) —

— sen2 6&(cos 6 — cos 6A)(2 cos 0A — ?x — Ç2)

.(4) S(a5) = n-2 S ^ cos* wÔ(cos 6 — ^)(cos 6 — y .

. [(cos 6 — cos 6A)(cos bk — y icoB eA — ^ 2 ) ] - 2 . N{$k, çx, y

con

= | COS 6fc - ^ | a i | COS 6A - ?2 \a2 cp(C0S 6/£) = ^flCj),

cc, > 0 , a 2 > O & = 1 , 2,..., w.

Si consideri, ora, il polinomio interpolante di HERMITE che
nei punti xi, xti..., xn assume rispettivamente i valori f(Xj)f f(x2),
..., f(xn) e la cui derivata è nulla negli stessi punti. Tale polinomio

(4) Per altre rioerche sull'interpolazione di tipo misto di LAGRANGE-
IHERMITE connesse alla presente nota si re dan o anche i lavori di P. SZASZ
13], [4].
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ha grado <,2n — 1 e, nel caso considerato, ba la forma

n
<6) H{x) = n~2 S yk cos* w6(l — cos 6 cos öA)(cos 6 — cos Ô^)-2

con le yk date dalle (5).
È noto (s) che, essendo f(x) = [ ac — ?x [

ai [ x — ?2 \<** cp(ic) continua
in [—1, 1], vale

<7) lim
«-—^0

Dalla (4) e dalla (6) si ha

8(x)—H(x) = nr% St/Acos2w6(coö0A. — ̂ J-^cosö^ — ?,)-•• 0(0, 6A, ?1? ?2)

fc=x

«on
e ( e ï ÔA » ?j , Sj) = °O82 e^(cos 8 cos Qk — 1) — 2 cos 6 cos 6A +

+ (?i + 5j)(cos 6 + 2 cos 0A) — S^cos 0 cos 6/; + 2 cos5 6̂  - 1) —

«on L costante universale.
Quindi

| 8[x) - H(x) | < Ln~* 2 ^(coa 6t - ^

ovvero

(8) ' 18{x) — H(x) | < Cn-* S | cos 64 — 5, |«i-a | cos 8ft —

con C costante universale. Se

| cos 0£ — ?2 |^i-2 < M

|cos eA — ? s | iv

con M ed N costanti universali e dalla (8) si ha

(9) 18{x\ - H(x) | < CMNjn.

(5) Teorema di FEJER. Si veda, ad es., GL SANSONB [5].
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Se

| cos 8j. —

a 2 < 2

< ikf con M costante universale e dalla (b) si ha

(10) | S(x) - H(x) | n*) 2 | cos 6A - ?,

ed è stato dimostrato in [1] che per oc2 > 0 tale differenza, al ere-
scere di n, finisce col restare minore di un numero £ positivo
prefissato.

Analogamente si tratta il caso

= COS

| cos 0A - cos 4»11 = 2 j sen ((e;

Se

posto

si ha

con

per cui
• I Ben ((6̂  +41^/2)

Analogamente per tp, si ottiene

i sen ((6A + ^)/2) |

con gL e qt costanti, e dalla (8) si ha

= COS

sen ((9, _ 0

< 2

I S(x) - H(x) -2 S I sen ( ( s e n ((ÔA —

con C costante universale. Posto tp, = OJTT, tpt = Ss7i con 0
82 < 1, si ha

- * S | | T Ï ( 2 A Ï — i — 2 « S , ) / 4 n

sen ((2fc — 1 —

2-*a I sen ((2fc —
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n

(11) | 8{x) - H(x) |' < C'/n2-(«i+a2) s j
ft=i

con C' e C" costanti universali.
Seai+

:«t4=3

e dalla (11) si ha

(12) | S(x) — H{x) | < Cn2-3i-«2(n«i+*2-3 __ i)/(3 — a, — a2)

con C costante universale, e tale differenza a zero al orescere di
n se a, -h-a, > 2.

Se Qtj -)- a3 = â si ha, dalla (11),

(13) | S{x) — iï(x) | < C/n S t?-1 = (C"/»)0(log n)

con C" costaute unnrersale.
Dalle (9), (10), (12), (13) si ha quindi

lim S{x) = lim ff(a:)' = x —

con at + a2 > 2, come voleyasi dimostrare.
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