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Sull’ approssimazione di funzioni piu volte derivabili
" con successioni di operatori lineari, positivi

CarLO FrANCHETTI (Firenze) (¥)

Summary. - The necessary and sufficient conditions are established so that
a formula of the type

Jiﬂ;ocn(%) LEnlF) — (1)) = Al P (%)

holds uniformly in the interval [a, b]; where £,(f) is a linear positive
operator, C,(x) and A4,(x) are functions deﬁned in the same interval
and C,(») is non megative.

The function f(x) is assumed belonging.to the class Crla, b|.

Sia { £.(f)! una successione di operatori lineari che trasformano
Cla, b] in s2; siano inoltre positivi; cioe tali che da

1 <g@®
segua ’
LaH << £.(9).

Conveniamo che £, operi sulle funzlom della variabile ¢, tras-
formandole in funzioni della variabile x, come si ha nel seguente
esempio »

sia  &(f) =-/.f(t)dt per = f(#),

se [ = f(x) & invece

(= ] (G0dt = @) f 1dt = F()S(1).

o

Noi ci proponiamo di studiare il comportamento della differenza.
1£,.(f) — 1()] quando n— co; per funzioni f(x)e C*[a, b],con p=1, 2, ....

TeorREMA. - Condizione necessaria e sufficiente affinché per ogni.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca per le scienze
matematiche n. 8 del C. N. R.
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funzione {(x) e Crla, b] sussista uniformemente in [a, b] una formula
del tipo:

(&Y) '1‘111310 Gl L) — fCI] = A(fP(x)

dove C,(x) e A(x) sono funzioni definite in [a, bl e C,(x)=0; & che
tale formula sia valida per le particolari funzions

0,1, 2, ..,p+2 se p & pari
f =t com k=] ’ o
0,1, 2 ..,p+1 se p & dispari

ossia che si abbia
@) lim C,[$,(t") — a*] = A(k(k — 1) — (k — p + 1)x*—#
7n =—>00

(0, 1, .., p+2 se p & pari
0,1, ., p+1 se p @& dispari.

DimosTrAZIONE. - Che la condizione sia necessaria & ovvio.
Per provare che la condizione & sufficiente, cominciamo col dimos-
trare che se vale la (2) si ha uniformemente in [a, 0]:

0 se 0<s<p
3) lim C,(0)8,[(t — x| ={ App! se s=p
e [0 se p+2=s>p.
Si ha infatti:

=== E (f ) £t (— 0t =

=3 | (f) (— 1S, — ] + (f) xi(— )i } =

1=0
8 (s ) . . 8 (s
= 3 (§) =018 — 1+ (o 2 (= (9),
=0 i=0
e poiché la seconda somma & identicamente nulla si ha:

G008 — 0] = 2 (7)o C.0N8 ) — #1:

passando al limite per # — oo, tenuto conto della (2), si ha per
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0<s<<p-+2:

lim C, (), [(t — %] = A(») E (:) (— % ~4i( — 1) . i — p + Dai=? =

— A0 B (— 1y (f)z(c — DG —p+1)

=0

Quest’ ultima somma se 0<Cs <<p & identicamente nulla; se
s =p & uguale appunto a Ax)p!, se p <s<<p -+ 2 si ha

. s! il
lim C,(98,[¢t — 7] = “s_pA(’),z O e o =yt =
s 1
= (ponendo i —p =B wrA) T (— -t ot o
(—xy=rAegstegp (s —p)
- (s — p)! k=o( b ( ) ’

e quindi anche questa somma & identicamente nulla. La (3) & quindi
completamente provata.
Poiché f(x)e C7[a, b] si ha:

= f(x — (= ' — x)P—1 f(p_l)(y')
() = 169 + (¢ = O () + o+ (= P =
R e
con
@ I | <30 lim o) =0,

Applicando 1’ operatore £, si ha:

—1 ") (
£ — 19 = 1AL, — 1] + 72 0 — 0] 59 4
L2 01— P+ S0 — ) € — 7]

_|._

Per la (3) e poiche la funzione x=1 ha tutte le derivate iden-
ticamente nulle si ha

lim C,([£,(0 — f09] = ACPE) + lim Co (L, [1kt — ) (¢t — 7).

Perche il teorema sia provato resta da dimostrare che il secondo
limite esiste ed & identicamente nullo.
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A motivo della (4), fissato ¢>>0, possiamo determinare un >0
tale che |t —x | <8 |4(f —x) | <o

Per valutare g, [a(t— x)(# — »)*] distingniamo a seconda che
sia [t —x|<3; |t —=x|=0.

Se p & pari; p = 2l, si ha:

| £, [t —=)¢E—»n% I'Slt_{% [I7¢—=2)]¢—n"]<

[t—x{ <8

< oL, [(t — 2] = a8, [(t — 7]

| S - 9= ln—{l EN [«t—A)(—t(t_—’?’;—“]'s
=5 [| At — )s(t(t—%”]
< Ml — ] = M, [ — ),
Se p & dispari; p — 20+ 1, si ha:
S = = = S ) =0 (= <

A

[ [t — A1 E — %) (¢ — %] <688, [(F — #)*]=a38,[(F — x)P—'];

\ 1 — y)2+2
| S [t =0t — 0" = L, l”(t_‘)((t Ny

|t—xi= jt—x]|=38l

—_x 2+2 L
< 5, [t =G < Fa e —ame = F ot — o
[t—x| >0 t—x %) 6 3 :

<

Si avrad quindi

| ()L, [ — )Pt — »)] | < | Cn(x)“ 51,1<8[(t — )Pt — 9] | +

—]

+ I Cn(x) S’n ’ [(t - x)’g"i(t - X)]l <
[t—2|=08

cC.()L,[(t — )?] + % C.(x)&, [(t —x)P*?] se p & pari
- ,
BCLIE — ] + 2 CLIE — 5] se p o dispar.

Quindi, tenuto conto che & p=1. ¢ arbitrariamente piccolo; in
virth delle (3) segue

lim C,(0)8.[a(t — =) (t —=x)*]=0 c.v.d.
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Aleune conseguenze.

Ricordiamo il teorema di KoROVKIN:

Condizione necessaria e sufficiente affinche per una successione
{£a(f) ! di operatori lineari e positivi in C[a, b] si abbia unifor-
memente in [a, b]

lim £,(f) = f(x) per ogni fe Cla, b]

n—>00
& che tale relazione sussista per le tre funzioni 1, {, #*; cioe che

lim £,(*) =x* per k=0, 1, 2.

n =00

Discutiamo ora la nostra formula e cioé

@) li]?o C.()[£.(f) — ()] = AC)fP(x)

L - Sia lim C,(x) = 4 oco.
n—> 00
Allora per il teorema su menzionato si ha £,(f) — f per n — oco.
In particolare prendendo C,(x) =# si possono dimostrare le |
note formule asintotiche del tipo

lim »{<, () — f()] = AC)f ()

valide per una vasta classe di operatori positivi, (polinomi di
BERNSTEIN e altri).

Si noti inoltre che se avviene che £,(¢) = $(x) per ogni polinomio
J(x) di grado non superiore a s — 1, sarh p = s, dovendo essere il
2° membro della (1) per tali funzioni identicamente nullo.

Sia lim C,(x) = C(x), con C(x) > 0.

n—>20

Allora la successione | £,(f)| converge, ma non a f(x), bensi a

1) + ﬁf:; fP(x); in particolare se A(x) = C(x) =1 si avra

lir;mo L£.D = &) + 1Px).

Se A(x) =0 e p =1, si ottiene il teorema di KoROVKIN, perd
sotto la condizione pii restrittiva che f(x) e C'[a, b].
Sia lim C.(x) =0; A(x) == 0.

N—» 00
Allora la successione | £,(f)} diverge; e la (1) sara atta a studiare
tale divergenza. ‘
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