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Osservazioüi su un teorema di prolungamento di R. T. Seeley

GrIUSEPPE GrEYMO^AT (Pavia) (*)

Snnto. - Adattando un ragionamento di Seeley [4] si cosirnisce un pro-
lungamento u —*• Pu ïineare e continuo da WktP(Q) in W^̂ CIR") per

ogni k reale positivo o negativo, ft -+- ~ zjz 0, — 1, — % ... ? 1 < i ? <C -f- oo.

Introduzione.

In moite questioni connesse con lo studio délie equazioni a
derivate parziali si incontrano operatori U—*PNU lineari e continu!
da Wk*(Û) in Wk>P(Rn) (*) tali che [PNa\\n = u (k intero, 0<k<N,
1 < P < ° ° , N intero > 1 fissato, 2 aperto di frontiera regolare).

Kecentemente K. T. SEELEY [4] ha costruito un operatore di
prolungamento u—»Pu che è Ïineare e continuo per ogni k intero
> 0 (e quindi per interpolazione per ogni k reale ^> 0).

D'altro lato è noto (v. ad es. BAJOCCHI [1], LIONS-MAGÈNES [2], ...)
che si puö. costruire un operatore u -* PNU Ïineare e continuo da
W*«P(i2) in Wk>P{R") per k == 0, ± 1, ..., zb N, 1 < p < + o o .

In qaesta nota si dimostra che adattando opportunamente il
ragionamento di B. T. SEELET [4] si puö costruire un prolungamento
u -* Pu Ïineare e continuo per ogni k reale positivo o negativo

con k+1^0, - 1 , -2,...,

Siccome il problema ha carattere locale è sufficiente costruire
l'operatore nel caso Q = jR« = | (x, t)e Bn; t > 0 \

1. LEMMA 1. - Esistono due successioni | ak \kez, I &jt Uez tali che:

(i) 6* < 0 ^e r ogni A; = 0, ± 1, ± 2 , .„

(ii) bk —* — oo per fc - * + oo, 60 = 1, 6^^ —* 0 per k —*• + oo

(*) IJavoro eseguito nell' arnbito dell' attività dei gruppi di ricerca
matematici del Consiglio Kazionale délie Ricerche.

(4) Per k intero ^ 0 , l < p < + oo, W*»P(Û), risp. W ,̂i>(/?*1) è lo spazio
di SOBOLEV délie (classi di) fvmzioni di potenza p-esima sommabile in
Q* risp. in Rn, insieme con le derivate, nel senso délie distribuzioni, di
ordine < k.
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+0O
(iii) per ogni n e Z è S | ak \ \ bk |" — Mn < + oo

+00
(iv) per ogni n e Z è S ak{bk)

11 = 1.

. - Si poiiga come in SEELBY [4] 6A = — 2h,

Sia poi per N fissato > 1, a;ijv, k = 0, =b 1, ..., =t=iV ïa soluzione
del sistema di equazioni lineari

(1) S XK(bkr = 1 n = - N, - N + 1, ..., 0, ..., N.
fc2V

Tale sistema ammette una ed una sola soluzione che, applicando
la regola di CRAMER e lo sviluppo dei deternrinanti di YANDER-

MONDE, è data dalle seguenti formule

a_kN = ^_AJB_AJV k = 1, . . . , N

aKn = AkBkM k = 0, 1, . ., N

dove
1 fc-i 1 4 . 2»

= ~ 2 t H gr

fc—1 1 + 2*

= 1, ..., AT

t n»n

SL ha allora

e siccome B-ky è I> 0 si ha

log(B-lW)= 2 log(l + ^ ^ ) + S log(l+!Lt2?)<12

ed analoffamente

< 8.
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Fissato k le successioni, dell'indice N, j JB_IJV1JV=I,2,... I Bkjy i AT=I,2,. •
sono monotone cresoenti e quindi convergono a B^k<eu ed a Bk<e*.

Ponendo per ke Z ak = Ak Bk, risulta

| a„/£ | < e^2-(ft2-3^+*)/2 Jfe = 1, 2, ...

! ak i < es2-(fc2-fc)/2 fc = 0, 1, . -

per cui ]a (iii) è yerificata.
Si definisca

akN = AAjBiiv per fc = 0, ± 1, .,. t =î= iV

O per

allora risulta in virtù di (1)

+00
(2) 2 akN(bk)

n = 1 per ogni n e

Per Yerificare (ÎY) è ora sufficiente prorare che

lim + f
A:=—oo

quest?altimo fatto segue dalla maggiorazione ] akn\ \ bk ] "< | ak\ \ bk\
n

e da (iii). c.v.d.
Si puö ora dimostrare il seguente teorema che ^sfcende quello

di SEELET [4].

TEOKEMA 1. - Siano assegnate due successioni \ ak \kez> \bk\Kez
che verificano il lemma 1 e sia i-* <p(£) una fissata funzione indefi-
nitamente derivabile con ®[t) = 1 per \ t \ < 1, o(t) = O per \t\^2 &
cp(£) e [0, 1] per i G B. Allora:

(i) data f e Cf(R™_) (s) e posto

lf{x, t) per t>0

(3) Pf{x, y)= oo oo
' * ' L ak9{blt)f(x, bkt)+ 2 o _ r f ( 6 Z ^ ( a : , 6-*«) pe r

r i s^ / te P/"e (>(/?") (3)

(2) " ^ ==) (x, t)e Rn; t>0 \, Cœ(^~) è lo spazio délie u indef ini tamente
+ o +

derivabili in Rn ed a supporto corapatto in Rn .
(3) Cco(Rn) è lo spazio délie funzioni indefinitamente der ivabi l i in /?**-

ed a suppoito compatto.



250 GIUSEPPE GEYMONAT

(iij data tp e Cf(Rn) e posto

O per t <, 0

00

00

ft=o k k

(iii) per ogni f e C^(R^), <I>e Cj°(J?n) posio

fP$dxdt=

per t > O

risulta

3. - (i) Si osservi innanzitutto che (Pf) (as, t) è
bene definita per t < 0 ; infatti è (P/1) (x, f ) ^ 0 per f < — 2; inoltre
posto per f e [ — 2, 0[:

2

risulta ko(t), k^t) < + oo e si ha per tali t:

ko(t)
{Pf){x, t)= S ak<f{bKt)f{x9 bkt)

Si ponga ora i = max [ ƒ (as, t) \, allora si ha per ogni (#,
e / ? " - 1 x [ —2, 0[ (*,*)€ in

inoltre per la (ii) del lemma 1 risulta

| (Pf) (x, t) - f(x, 0 | < S | «* I
K—0

~ f{*, 0) |

a i -*«) - m o) |.
JPissato e > 0, esiste allora un kz tale che

00

s
£

8L!\ or ?
oo

s I
fc=fc£+l
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ed esiste un 8 e > 0 taie che per ogni (x, t)e Rn~* x ] — 86, 0[ sia

| ^{b\t)tfa bkt) - f(x, 0) | < ^ per fc = 0, + 1, ..., + h

| <f(b-)i)f{x, b-kt) — ƒ(#, 0) | < ^ f per fc = 1, 2, ..., fce

e dunque risulta per ogni (x, f)eRn~lx] — 8Ê, 0[

\[Pf)fa t)-~f(x, 0 | < s .

In modo analogo si prova, posto Lm = ma i max | Dv-Dvf[x, t) j ,
che vale la seguente maggiorazione l̂ !+ŷ »» («•,*)€ieï

i V 1
( j=> )

infine tenendo conto délia definizione di <p(f) si prova che per ogni
e > 0 esiste un S3 taie che per ogni (x, f)eRn~1x] — oÊJ 0[ si ha

ijDvf ) (as, 0) |

In conclusione si ha Pfe Cœ(Rn); inolfcre le serie

convergono uniformemente in Rn~l X [ — 2, 0], insieme alle serie
délie derivate.

(ii) II ragionamento è analogo a quello svolto in (i). Innanzitutto
si ha per ogni (x, t}e Rn~1 X [2, + oo[

00

inoltre corne in (i) si verifica che per ogni (ce, )̂ e iü""1 X ]0, 2] risulta

fci(t)

0)

- 2 akb-^(bkW(x, b7 t)
fC—— 0
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dove k{{t) — inf

oo e quindi

= inf

max

II ragionamento prosegue poi corne in (i); in conclusione risulta
JR\>e Cœ{Rn) ed iuoltre Ie serie

convergono uniiormemente in /{""^[O, 2] insieme alle sei-ie delle
derivate.

(iii) Basta eseguire Ie integrazioni ed applicare i risultati
uoti suirintegrazione delle serie uni f orme men te conyergenti.

C.Y.d.

COROLLARIO 1. - L'operatore f—+Pf definito per f G C°°(/?")
essere prolungato per continuité ad un operatore ïineare e continuo
ancora indicato ƒ— Pf da W*»P(/?") in Wk>P(Rn) per ogni k intero

DIMOSTHAZIOÎÎ'E. - Basta osseryare che

o

( j f \{Pf){x,t)\PdxdijIP<(f f \ïa^{bp)f(x,bLt){Pdxdt
Rn—L —oo

o

/ f f V

o

< I | a 4 | ( f f \f(x. bkt)\Pdxdt

o

+ f c | j «-» I ( ƒ ƒ I m b-J) \PdxdijIP<,
Rn-t —oo

Rn—L — oo JHn—i —oo

o

^ n — * —oo ~~

o

i/p

oo oo

* S I ak 11 6Ï, |—a/p |[ ƒ ||^P(/JM j + S [

ï n modo aaalogo si procède per Ie derivate successive. c.v.d.
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Gou ragionamento simile si prova il seguente risultato.

OoROiiLARio 2. - L'operators ty —* Sty definito per l e Cœ{R") puö
essere prolungato per continuità ad un operators lineare e continuo
ancora indicato <p — S'\> da Wk>p(Rn) in Wk'P(R™) (4) per k intero

0 1 +
Per trasposizione risulta per 'S lineare e continuo da W~k'P(Ry\_)

in W-k'P(Rn) per k intero > 0 , ! < | > < + o o ? doÂ e *S è definito da

Rn) = < M, S'\> > w

con - + — = 1, inoltre se ue C°°(/?"_) risulta per il teorema 1, (iii)

*Su =Pti e quindi per la densità di C^ÏR^) in W-fc>P(/î") si puö

prolungare u—+Pu definito per ue C^(R".) dalla (3) ad un operatore

lineare e continuo, ancora indicato u ~ Pu da W~k>P{R^_) in
W~k'P{Rn) per ogni k intero > 0, 1 < p < + oo.

In modo analogo è fP lineare e continuo da W~k^(Rn) in Wz*#

e siccome su CœiRn) è *P = S allora JS puö essere prolungato per
continuità in un operatore lineare e continuo da W~k>v(Rn) in
Wdi>v(Rn) per i; intero > 0, 1 <p < + oo.

Per k reale si usa con ragionamento abituale Finterpolazione;
in conclusione si è dimostrato il seguente teorenia:

TEORÏSMA 2. - L'operatore u —* Pu definito per tie C^R") dalla

(3) puö essere prolungaèo in un operatore ancora indicato u —>• Pu
lineare e continuo da Wk>P(Rt\) in Wk>P(Rn) per ogni k reale, 1 <

< p < + OO; * + i = ^ 0 , - 1 , - 2 , . . . .

Indicati con W"00 '^/?"), risp. W-°°>P{R*) gli spazi (J Ws^(/?w),

risp. [J Ws'Pf/?«), maniti délia naturale topologia di limite indut-

tivo (5) si rlcava dal teorema 2 che Voperatore u—» Pu è lineare
e continuo da W-30»^/?» ) m W-C0'i)(/J)').

o

(4) Wk>P{Rn) è ld ch iusura in W*,p(fl>* ) dello spazio delle funzioni

indef ini tamente der ivabi l i in R™ ed a supporto corapatto contenuto in Rn .
(5) Tali spazi in S C H W A R T Z [3] cap. V I ; § 8 sono ind icaü con *$)f

Lp(Ryi),
r isp. 3)^î>(Kn). +
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