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Su ua sistema di equazioni funzionali
connesso alla teoria dell'inforinazione

CLATTDIO BAIOCCHI (a Pavia) (*)

Hésumé. - On donne un théorème d'existence et unicité pour un système
d'équations fonctionnelles lié à la théorie axiomatique de l'Info matton.

Introduzione

Nella costruzione assiomatica délia teoria dell'mformazione data
di recente da J. KAMPE DE FERIET e B. FORTE (*) si présenta tra

l'altro il problema di determinare gli « operatori tmiveraali » che
leghino il valore delPinformazione relativa all'unione di due eventi
indipendenti aile informazioni degli eyenti stessi. Il problema,
per mezzo di opportune trasformazioni, si puö riportare allo studio
di un sistema di due equazioni funzionali (cfr. (1.2), (1.3) seguenti)
corredate da opportune condizioni (cfr. (1.1), (1.4), c(1.6) seguenti).

In questo lavoro viene dato un teorema di esistenza e unicità
relativo a taie problema; questo teorema in particolare serve a
dimostrare F unicità «dell'operatore universale» connesso alla teoria
delP informazione ; esso appare d'altronde anche di per sé intéres-
sante in relazione aile equazioni funzionali che generalizzano la
ben nota < equazione di CAUCHY » (*).

Desidero ringraziare B FORTE per avermi iudicato questa ricerca.

L Sia ^ una funzione reale di una variabile reale che soddisfi
i seguenti assiomi:

(1.1) « —

(1.2) ^{%i + d/(t>)) — ù[n) = b{v + ù{u)) — vL(t)) yt i , v e

(*) L/avoro eseguito nell 'ambito délie attività dei Gruppi di Bicerca
dal Comitato per la Matematica del C.JST Ifc.

(*) Cfr J . K A M P É DE F E U I E T , B. FORTE, in coiso di pubblicazione.
(2) Cfr. ad es. J*. ACZEBL ? Lectures on functtonal équations, Academie

Press , INT. Y . 1966.
(3) J?1 indica la retta reale : - o o < t t < + oo; C^B1) (fe intero > 0 ) in-

dioa lo sp'azio délie f unzioni u —+- f(u) definite su JSl, a valori reali, con-
tinue con le derivate fino alL'ordine h incluso.
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(1.3) +(- u) = tyu) + u \/-ueRl

(1.4) liin ù(u) — O
M-—•—oo

Ci proponiamo di dimostrare il seguente teorema:

TEOREMA 1 - Fissati ad arbitrio te0, <l0 e R] tali che:

(1.5) + o = £ - g l * o + l«oH

esiste una ed una sola | che soddisfa Je (1*1), (1.2), (1.3), (1 4) e la
relazione *\>(u0] = ^0.

OSSERVAZIO^TE 1. - La restiïzione (1.5) su ^0 = ^(M0) è necessaria
in quanto corne si vedrà al N". 2, Ie (1.1), (1.2j, (1,3), (1.4) implicano
la relazione:

(1.6) +(«) ̂  - g I w + I w | I V w e B 1

La dimostrazione che daremo del teorema 1 sarà basata sulle
seguenti considerazioni: si pon ga, per ogni k reale positivo:

(1.7) 4*AM
 == — 5 1 w ~i~ ï. ̂ °g *̂  cosh ku

ut rC

e si ponga anche tyœ(u) = lim ^Jn) \^ueBl] si ha con facili
calcoli: *^ + oo

(1.8) toolw) = — g 11* + | M 11 V * e JB1.

Si possono dimostrare (̂ ) Je seguenti relazioni:

(19) Per ogni k e ]0, +oo] ^(w) verifica le (1.1), (12), (1.3), (1.4)

Fissati ad un arbitrio tf0, ^0 € J?1 ia?* cfee valga la (1.5)

del tipo Jl.7) per A; e ]0, + oo[ opportune*.

(4) Cir. J, KAMPE DE FERIET, B, FORTE, in corso di pubbîicazione

0 G ]0, + oo] f aïe

Se ty e C2(B') verifica le (1.2), (1.3), (1.4) | è necessariamente
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Per dimosfcrare il teorema 1 sarà allora sufficiente dimostrare
che le (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) e'la relazione

(1.12)

implicano la validità délia relazione :

(1.13) « — +(«) e C*(Rl)

ed è appunto taie relazione che noi dimostreremo.
Introduciamo alcune definizioni clie avremo occasione di usare.

Se y = f(x) è una funzione reale di una Tariabile reale indiche-
remo con D(f) il « dominio di definizione », o « campo di esistenza»
di ƒ, cioè Finsieme degli x e Rl tali che f(x) è definita; con R(f)
indicheremo il «rango» o « codominio » di /, cioè l'insieme \f(x);
xeD(f)\. Indicheremo infine con f+{x\ ed f'_(x) rispettivamente le
derivate nnilaterali debtra e sinistra di / nel punto x e cioè (sup-
poniamo per semplicità D(f) = Rl; è questo il solo caso che ci
intéressa) le espressioni definite rispettivamente da

/•+(*)= lim fh + V^ÏM; /!(«)= lira; / ! ( « ) = lira ,
o+ h h—^o— h

Faremo uso del ben noto teorema di LEBESGTTE sulla dériva-
bilità délie funzioni monotone cioè:

(1.14) Se f è monotona ^(R1 — D(f)) = 0

([/. essendo la misura di LEBESGUE; supponiamo ancora D{f) = R])-7

e sfrutteremo infine i seguenti ben noti risultati:

Se f+ (ovvero /L) esiste ed è negativa in un intervallo
la f unzione y — f(x) decresce in taie intervallo.

Se f+ (ovvero f_) esiste ed è continua in un intervallo la
* ' funzione y — f(x) è derivabile in taie intervallo.

(ed ovviamente f — f-\- = f~ *n ^ e intervallo).
Si osservi che, facendo uso dei quattro numeri derivati del

DINI , si potrebbero evitare alcune délie difficoltà che si presente-
ranno facendo uso soltanto délie derivate a destra ed a sinistra;
abbiamo tuttavia preferito evitare l'uso di taie strumento perché
Pesposizione che cosï ne risulta ci è sembrata più chiara.
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In tutto questo lavoro ty indicherà una generica funzione che
verifîchi le (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.12); e tali ipotesi non saranno
più richiamate.

2, Cominciamo ad osservare che le (1.3), (1.4) implicano:

(2.1) lim i J,(w) + u t = 0 ; lim ty(u) = — oo
+ * H

e dovendo essere, per la (1.1):

(2.2) B(ù) è connesso

si avrà, per le (1.4), (2.1)

(2.3) B(ù) 2 ] — oo, 0 [.

Dimostriamo ora il seguente lemma:

LEMMA 1. - Se in un punto u0 si ha <h(uo)^Q nella semiretta
[uQ, + oo [ | è decrecente.

DIM. - Siauo per assurdo w i ; u, e R* tali che ^
; dimostriamo che, contro l'ipotesi J/(teo)^=O, si ha:

(2.4) +(w) = 0 yteej-oo

È ovviamente sufficiente supporre ty(Ui) = '}(w2) (5); scrivendo
la (1.2) sia con u = ui. sia con u = u2 e confrontando le espressioni
che ne risultano si ottiene:

(2.5) J/(M4 + !(<u)) = |(t*2 + 0/(1;)) V v e

Dimostriamo ora che si ha

(2.6) ù[u + Ui — te2) = J'(w) \fu 6 ] — oo,

Iufatti se u <u2 per la (2,3) esisterà v e R} taie che ty(v) = u — w%\
ne segue u = u% + ^(f); u -\- uL — ̂ 2 = ^i + $(v)\ scrivendo la (2.5)

(5) Se fosse t\>(uiX$(u2) basterebbe sostituire u2
 c o n u n opportuno

u.2 taie ehe K 2 > M 2 , CKM2* = '4>(̂ i); un taie w2 esiste perché, per le (1.1),
(2 1), in ]M2 + oo[ ty assume almeno una volta (tutti i valori rainori di ty(uz)
quindi) il valore ^(w,).
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con v = v si ottiene la (2.6), La (2.6) implica che nella semiretta
]— oo. it2[ ù è periodica di periodo w4—-w2; e ciö, insieme alla
(1.4) implica la (2,4). c.v.d.

COROLLARIO 1. - Vale la relazione (1.6).

DIM. - Cominciamo ad osservare clie si lia:

(2.7) +(«)<0 \fueRK

Infatti se esistesse u n - ^ e f i 1 con |(tet) > 0 per le (1.1), (1.4)

esisterebbe M0 O * t con &{uQ) =~—4=0; ma in [̂ Oî +oo[ <b dovrebbe

decrescere per il lemma 1 mentre è ^(^) < ^(uL).
Dalle (2.7), (1.3) segue poi:

(2.8) ty{v) = ty{—v) — v< — v \/-veRl

e combinando le (2.7), (2.8) si ha la (1.6). c.r.d.

OSSERVAZIOJSTE 2. - Qaando le (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) sono le con-
dizioni cai si perriene nella ricerca di un « operatore universale »
collegato alla teoria dell'informazione ]a (1.6) è anche essa un dato
del problenia; il Corollario 1 puö essere interpretato, dal punto di
vista délia Teoria dell'informazione, dicendo che se non si esclude
che l'informazione possa assumere valori negativi non esistono
« operatori uuiversali ».

Si indichi con l|̂ ~H )̂ l'insieme (eventualmente vuoto) \ueRl;
ty(u) — 0 | ; dimostriamo il lemma:

LEMMA 2. - Se <|>-I(O)=|=0 si ha ty-\0) = ] - cx>, 0[.

DIK. - LJ insieme ty~~l{0) è chiuso (per la (1.1)) e superiormente
limitato (per la (2.1)); sia x0 il suo elemento massitno. A sinistra
di XQ I non puö assumere valori negativi (péril lemma 1) né posi-
tivi (per la (2.7)); ne segue:

(2.9) +(«) == 0 Vx<xo'> +(«)<0 V^>^o

e per dimostrare il lemma bisogna dimostrare che si ha:

(2.10) x0 = 0.

La (1,3}, essendo ^(x0) — 0, dà:

(2.11) +(-X«) = +(x,) + Sro = îro
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da cui in parfcicolare, per la (2.7), xQ <. 0; basterà allora dimostrare
-clie è x0 > 0 cioè (cf r. (2.9)) che

(2.12) 0 6 ^-'(0)

e per avere la f2.12) basterà dimostrare che si ha:

(2.13) «|/{*0 - m) = 0

perché taie relazione dh x0 — ty(0) e ^~!(0) quindi (cfr. (2 9)) x0 —
—+(0)^a0 cioè ^(0)>0 da cui la (2.12) (per la (2.7)).

Dimostriamo allora la (2.13); si avrà, applicando prima la (1.3)
con u = x0 — i|>(0) e poi la (1.2) con u — — x0, v = 0 :

= (cfr. (2.11))

«o)) = tcfr- (2 11)) ^K) = 0 (cfr. (2.9)). o.v.d.

COHOLLARIO 2. - Vale la relazione

(2.14) ty(u) < 0 V

DIM. - Infatti se fosse falsa la (2 14) si avrebbe, per la (2,7),

4,-J(0) =4= 0 ; il lemma 2 dà. allora t]/(w) = — ^ | u + | u \ \ Yu < 0 ; e

la (1.3) dà '\>{u) = - g j u + | w 11 y M > 0; cioè ^ ) = ùœ(u) contro
la (1.12). c.Y.d.

TEOREMA 2. - Valgono le segnenti relazioni.

(2.15, BW = ] - oo, 0[

(2.16) ^ è decrescente

(2.17)

<2.18) - K ^(M) ^(t)) < o u, veR] con u =j= v.

DTM. - La (2.15) segue dalle (2.3), (2.14); la (2.16) segue dalla
(2.15) e dal lemma 1; la (2.17) segue dalla '2,16) e dalla (1.14); in-
fine la (2.18) segue dalla (2.16) e dal fatto (conseguenza immediata
délia (2.16) e délia (1.3)) che la funzione u —- i|/(w) + u — 4(— u) è
crescente. c.v.d.
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COKOLLARIO 3. - Per ogni M e J)(f'_) (risp. v e D(Y+)) si ha:

(2.19) — 1 < <}/_(«) < 0 [risp. — 1 < f+(u) < 0).

Doc. - Basta applicare la (2 18) alla definizione di *]/_, ty'+. c.Y.d.

4. - Le relazioni «w—*—oo» e «»}(n;j —-0— » sono
equivalenti.

DIM. - Ovvia per le (1.1), (1.4), (2.15), (216). c.v.d.

TEOBEMA 3. - Valgono le relazioni (6):

(2.20, +-(«)

(2.21) f+(«) = - 1 - + ' _ ( - «)

t + w l f e

DIH. - Per ogni h < 0 sia wA = ^ " W (wA esiste ed è unico
per le (2.15), (2.16)); si avrà, per ogni v € Rx (cfr. anche (J.2)):

- i ;

da oui oyyiamente la (2.20) (cfr. anche il corollario 4). La (2.21) è
ovvia consegnenza délia (1.3); la (2.22) segue da (2.20), (2.21). c.v.d.

3. Dalla (2.18) segue la lipschitzianità di *|/ (con costante di
LIPSCHITZ < 1 ) ; taie relazione? tinita alla (2.17), implica (7):

(3.1) m] - oo, 0[ - | ̂ (u); u € Z»(f ) |) = 0.

(6) Le (2.20), (2 21), (2.22) (e la successiva (4.1)) sono da intendersi nel
senso chPj se uno dei due rtiembri esiste? esiste anche l 'al tro e le due espres-
sioni coincidono.

(7) Ta'e implicazione è ben nota; tuttavia in questo easo, grazie alla
(2,16) la relazione (31) si puö ottenere rapidamente : fissato s > 0 sia

OO 00

Ie =z [} \cik, bk[ con - (&A. — «A) O taie che E1 — D(^') c Ie (J£ esiste per
k—i k—i



SU UN SISTEMA DI EQUAZIONI FUNZÏONALI CONNESSO ALLA TEORIA, ECC, 243

LEMMA 3. - Per ogni u e Bx esistono x, y tali che

(3.2)

:. - Per la (3.1) l'insieme \${u) — ty{x); xeD[tyf)\ è quasi
tutta la semiretta ]ty(u), +oo[ ; sempre per la (3,1) l'insieme |^(y);
y e D[Y) I ^ quasi tutto il segmento ]ty[u)y 0[ quindi (pssendo <\>(u) < 0 ;
cfr, (2.15)) non è vuota. c.v.d.

TEOBEMA 4. - D(<|/_) = B l ; fer ogni u e Bl si ha inoltre;

(3 3) f _(«) + 1 = [+'(«) + l][f (y) + 1]

\/5c, y tali che valga la (3.2).

DIM. - Sia u e Bl e siano ce, y tali che valga la (3.2). Poichè
<I/(x) e 4*'(y) esistono debbono esistere (e verificare la (2.20) con
v = x e v = y rispettivamenfce) ]̂>'„(x) e 41'—(#) n e s e g u e :

Km ^(
w—.—ao

(e taie limite esiste). Ne segue il teorema grazie alla (2.20) con
con v — u. ctv.d.

Dal teorema 4 e dalla (2.21) segue ovviamente il corollario:

la (217); si avrà :

1^- oo, 0[ - | 4»(w) ; u 6 D(4,') ! G | *(w) ; tt e l61 =

= Ü | + ( H ) ; w€]a A ) &*[!= LJ

da cui, per la (2 18)
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COROLLARIO 5. - JÖ0K+) = -B1*

LEMMA 4. - Valgono le seguenti relazioni:

(3.4) lim ^+^+ \ ) - i ! g±M», . K + ( t , + W ) . y 4 < t V«, veR>
h-—>-o— n>

(35) lim ^+¥^-^±^1^

(3 6) f _(« -f <|/(t>)) - f _(«) = f + ( i ; + +(«)) • +'-(«) V«*> « e -E1

(3.7) f + (« + +(t>)) - +'+(*) = f-(t> + +(«)) • +'+(**) V«> v*Ri

DIM. - Sia MGIZ 1 ; per ogui fe<0 sia A; = ty(u + h) — f.tt); si
avrà, per ogni v e B] :

* + ^M + fc) ~ ¥v + ^M) ^ + h)

Al tendere di h a zero (da sinistra) h tenderà a zero (da destra;
cfi\ (1.1) e (2,16)); poicliè i due fattori del secondo membro am-
mettono limite al tendere di II a zero da sinistra e di fc a zero
da destra (cfr. teorema 4 e corollario 5) deve avere limite anche
il primo membro ; si ottiene cosï la (3.4). La (3.5) si ottiene in
modo analogo; le (3.6) e (3 7) si ottengono rispettivamente derivando
a sinistra e a destra la (1.2) e tenendo conto délie (3.4), (3.5). c.v.d.

C O R O L L A R I O 6. - Y-*- e 4̂ — sono n o n ^^scenti; e si ha:

(3 8) — i < ¥-M < o ; — K ¥Ju) < o Vu e B

- La non crescenza di ty'+ (risp. di J/_) si ottiene osser-
vando che il secondo membro di (3.7) (risp. di (3.6)) non è mai
negativo (cfr. (2.19)) (8); ed osservando che al variare di v in i2l

u + ty[v) descrive la semiretta ]—oo, u[ (cfr. (2.15)).
Sia per assurdo <J/+(w()) = 0 (ri»p. 4_(wo) = O); per la non cre-

scenza di y+ (risp. di ^'_) si avrà, grazie alla (2.19), '̂+(**) = 0
(risp. <j/_(w) = O) per tte]—oo, uo~\; allora ^ dovrebbe essere costante
in ] - oo, M0] (cfr. (1.16)) contro la (2,16). Inoltre né f+ né ^'_

(s) Una volta in possesso délie (3.8) si potrà dire ehe tali espressioni
sono positive e dedurre, con lo stesso ragionamento, la decrescenza stretta
di ty'-i- e 'Y—', comunque ciö non servira nel seguito.
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possono assumere il valore — 1 perché (cfr. (2.21)) ne seguirebbe
che Y— o Y+ si annullerebbero ; ne segue la (3 8) grazie ancora
alla (2.19)). c.v.d.

COROLLAKIO 7. - Yalgono le relaeioni:

(3.9) lim yju) = 0; lim Y+{u) = 0.
- 0 0

DIM. - I lLmiti scritti esistono e non sono positivi (cfr. Corol-
lario 6); se per assurdo si aA êsse (ragionando su <]/—; an alo g a men te

si procédera, per <|/+) lim Y~(u) — tt <" ® ̂ a funzione u—»-<l(u) — - u

avrebbe derivata, sinistra negativa in tutta una semiretta del tipo

]—CXD, uo[ per u0 opportuno ; quindi (cfr. (1.15)) ty(u) — ̂  tt decresce»

rebbe in ] - o o , uo[; ma cio contrasta con la (1.4). c.Y.d.

T^OREMA 5. - Valgono le segitenti rélazioni:

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13) ^' non cresce

(3.14) ^ - D(f')) = 0.

DIM. - Osserviamo cbe basta dimostrare la relazione:

(3 15) Y + e ?'— sono continue a sinistra.

Infatti dalla (3.15) seguirà, per la (121), la continuità di Y—
(e di <j/J; la (1.16) dà allora le (3.10;, (3.11); le (3.12), (3.13) sono
date dalla (3.6) e dal Corollario 6 (in cui ormai Y+ == Y— === 'Y) 5
la (3.14) segue dalla (3.13) e dalla (1.14). Dimostriamo perciö la
(3.15): tenendo conto del Corollario 4 essa è conseguenza imme-
diata délie (3.6), (3.7), (3 9) (basta far tendere v a — oo nelle (3.6),
(3.7)). c.v.d,

4. Dalla (3 12), grazie al corollario 4, si ha (cfr. (6j):

(4.1) f ' _ H = Hm i^+i l l» .+ ' ( • ) .
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Sia ora u generica in Bl; e siano x, y tali che:

(4.2) y<u; y e D(<i/')

(4.3) *=+-'(+(*)
(y esiste per la (3.14); si ha ty(u) —- &{y) < 0 per la (2.16) quindi a;
esiste ed è unico per le (2.15), (2.16)).

LEMMA 5. - B{'Vf—) = R1] p&r ogni u e R1 si ha

K che valgano (4,2), (4.3).

DIM. - Essendo y e D(|'') si avrà (che ^"(
"—(y) e per la (4.1) verifica la relazione):

, coincide con

f'(y) «H»))

= (ofr.(4.8,) lim

Si avrà inoltre (che poiché D(&') — Rl ty\x) esiste, coincide con
•!/_(#) e, per la (2.20), verifica la relazione):

[ 1 + *'(*)]= lim

e dalle due relazioni ottenute segue

quindij per la (4.1), <J/'_{w) esiste e verifica (4.4). c.v.d.

TEOEEMA 6. -

DIM. - Basterà (cfr. (1.16)) dimostrare la continuité di '^"(w); e
taie continuità segue ovviamente dalla (4*4): se si fa variare u in
un interrallo [a, b] e se in (4.2) si è fissato, una volta per tutte,
y < a, al variare di u in [a, b] cc dato da (4.3) varia con conti-
nuità; e ty'{u), tj/(x) vaviano con continuità (cfr- (3.11)). c.v.d»

Si è cosi ottenuta la (1.13) ed il teorema 1 è completamente
dimostrato.

Pervenuta alla Segreteria delV U. M. ï.

V8 marso 196?


