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Connexions invariantes sur des espaces
riemanniens à métrique indéfinie à courbure constante

MARIUS I. STOK A. (Bucarest) (*)

Résumé. - On détermine les connexions affines invariantes sur des espaces
riemanniens V27 V$ et V4 à métrique indéfinie à courbure constante.

Soit Vn un espace riemannien à métrique

(1) ds3 = atJdx<dx\ (i, j = 1,..., n)

et dont le groupe de mouvements est le groupe Gr défini par les
opérateurs

&>ƒ, (h = l,..,r).

La connexion affine F^est invariante sur l'espace Vtl si

(2) d)k?h = thdT)k + T*,MH + r î ^ ï i - r ^ i â .

Si nous notons par Fjfc la connexion de LEVI -CIVITA attachée
à l'espace Vn (1), c'est-à-dire

alors la connexion T*k est une solution du système (2), donc est
une connexion invariante sur l'espace Vn. En supposant que le
système (2) admet une autre solution Fjfc=^=rJft, nous notons

B = a*'Pi,, B = cfiP^, T = aij(TxT
l
{] - Ti;),

où aij sont les réciproques des éléments a{j et

(*) Une version en langue roumaine va paraître dans «Studii si cer-
cetàri materaatice».
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rljkl étant le tenseur de courbure de la connexion rjfc et

-où nous avons noté T*k = Fjfc — Fjfc.
G. TALLINI a démontré [5] que si

B - B — T = 0,

la connexion F*fc est compatible avec un espace riemannien Vn

compact et orientable.
G. YRANCEAKU a montré [6] que, sur un espace V"2 à métrique

définie à courbure constante négative il n'existe aucune connexion
invariante au groupe G3 de mouvements de l'espace en outre de
la connexion de LEVI-CIVITA attachée à l'espace. Dans une étude
antérieure [1], nous avons démontré une propriété analogue pour
V espace Vt à courbure constante positive et nous avons déterminé
les connexions affine invariantes sur un espace Y3 à métrique
définie à courbure constante et sur un espace V3 h métrique dé-
finie ayant un groupe de mouvements Cr4. Dans les études [2] et
[3] nous avons déterminé les connexions invariantes sur un espace
Vg a métrique défini ayant comme groupe total de mouvements
un groupe Gr3 transitif, respectivement intransitif.

Dans cette étude nous déterminons les connexions invariantes
sur les espaces V2, V3 et V4 à métrique indéfinie h courbure cons-
tante.

Soit V2 un espace riemannien à métrique indéfinie à courbure
nulle, dont la métrique est

(3) ds* = (das*)* — {dx*)*.

lie groupe de mouvements de cet espace est défini par les
opérateurs

Xif = hf, X*f = d2f, XJ = x% f + x%f.

Pour h = 1, 2, le système (2) nous fournit

rjfc = «Jfc» (a)* = const).

Avec ces valeurs, le système (2) à h = 3 nous fournit

V)k = 0.
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Donc, nous avons le

THÉORÈME 1 , - 7 2 n'existe aucune connexion invariante sur
V espace riemannien V% à métrique indéfinie et courbure mille.

Nous considérons maintenant un espace V2 à métrique indéfi-
nie h courbure constante positive K > 0. Nous pouvons écrire la
métrique de cet espace sous la forme [4] (x)

(4)

Le groupe de mouvements de cet espace est défini par les
opérateurs [4] (2)

XJ = dj, Xtf = [(x1)* + (x')%f + 2xix^d2f,

Xf=xldif+x*ltf-

Pour h = 1, le système (2) s'écrit

0,
dxl

donc

r;fc = rjt(««).

Ea remplaçant cette valeur dans le système (2) pour h = 3,

r?-fc = ^ , (a*fc = const).

Enfin, le système (2) h h = 2 nous fournit

< = «22 = ali = ali = 0, a{z = a\, = a\k = a2
Z2 = 1.

Donc, la connexion invariante sur l'espace (4) a les composantes

pi pi p? p2 A pi pi p2 r2 i

Cette connexion est identique h la connexion de LEVI-CIVITA

attachée a 1' espace (4).

(*) Page 603.
(2) » 607.
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Pour respace V2 à métrique indéfinie à courbure constante
négative K <. 0 qui a la métrique [4] (3)

et le groupe de mouvements défini par les opérateurs [4] (4)

nous obtenons un résultat analogue.
Il en résulte le

THÉORÈME 2. - La seule connexion affine invariante sur un
espace V2 à métrique indéfinie à courbure constante non nulle est
la connexion de Levi-Civita attachée à Vespace.

II

Nous considérons maintenant les espaces V3 à métrique indé-
fini à courbure constante.

Soit Vg un espace rieniannien h métrique indéfinie à courbure
nulle qui a la métrique

(5) ds2 = [dx'Y + (dx«)* - {dx*)*.

Le groupe de mouvements de cet espace est définie par les
opérateurs [4] (5)

Xlf=df, (i = 1, 2, 3), X4f= x*dif- x%f,

X,f - x'dj + x%f, X6f = xH2f + x%f.

Pour h — 1, 2, 3, le système (2) nous fournit

T)k = ajfc, (const).

En remplaçant ces valeurs dans le système (2) pour fe = 4, 5, 6
nous obtenons

< = ®n = «M = aï-> = an = < = < = < = »« = a%

(3) Page 60 ï.
(4) p 611.

(5) « 611 .
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Donc, si nous notons a*3 — A la connexion affine invariante
sur l'espace (5) a les composantes

1 23 — J 33 — ~ l i3 — J 31 — L il — L 2i — A)

les composantes non écrites étant nulles.
La connexion de LEVI-CIVITA attachée à l'espace (5) a toutes

les composantes nulles.
Avec ces valeurs nous avons

R = 6X2, Ë = 0, T = 6X2

donc

22 — B — T = 0.

Il en résulte que les connexions affines invariantes sur un
espace Vd à métrique indéfinie et courbure nulle dépendent d'une
constant arbitraire, étant compatible avec un espace V3 compact et
orientable.

Nous considérons maintenant un espace Yi h métrique indéfi-
nie à courbure constante positive K> 0, Nous pouvons écrire la
métrique de cet espace sous la forme [4] (6)

(6)

Le groupe de mouvements de cet espace est défini par les
opérateurs [4] (7)

Z, / = 9,ƒ, X2f = d,f, Xif= x'd,f, (i = 1, 2, 3), Z / = x%f- x%f,

X6f = 2x'x

Pour fe = 1, 2, le système (2) fournit

laquelle, remplacée dans le système (2) avec h = 3, nous conduit à

(«^ = const).

(6) Page 603.

(?) * 611.
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Avec ces Araleurs, le système (2) pour h = 4, 5, 6, nous fournit

<*\% = «31 = a23 = ^32 = < = <4l = ah = !l

< = - 4> = - <*>!* = < = - »Ï2 = <&•

Si nous notons aJ3=^, la connexion affine invariante sur l'espace
(5) a les composantes

p i p i p2 p2 p3 p3 p3
1 13 — L 3i — L St3 — J 3̂  — X li — l 22 — A 33 — ^3 '

pi pi _ p2 p2 p3 p3
1 33 A 32 X 13 X 31 l 12 A 2£

les composantes non écrites étant nulles. Pour X = 0, nous obtenons
la connexion de LEYI-CIVITA attachée à l'espace (6).

Avec ces valeurs nous avons

B = 6JBT(1 + X2), B = $K, T =

donc

E — R - T = 0.

Il en résulte que les connexions affines invariantes sur un
espace V, à métrique indéfinie et courbure constante positive dépen-
dent d'une constante arbitraire, étant compatible avec un espace
Vz compact et orientable.

Nous obtenons un résultat analogue pour l'espace V3 à métrique
indéfinie à courbure constante négative.

Donc, nous avons le

THÉORÈME 3. - Les connexions affines invariantes sur un espace
V3 à métrique indéfinie à courbure constante, dépendent $ une cons-
tante arbitraire, étant compatible avec un espace Vz compact et
orientable.

III

Nous considérons maintenant les espaces V4 a métrique indé-
finie à courbure constante.

Soit V4 un espace riemannien à métrique indéfinie à courbure
nulle. La métrique d'un tel espace peut être réduit à deux formes

(7) ds*
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et

(7') ds2 = {dxy + {dx2)z — (cta»}2 — (dx4)*.

L'espace (7) a comme groupe de mouvements le groupe défini
par les opérateurs [4] (8)

XJ = W, (i = 1, - , 4), X5f=x%f~ x%f, XQf = x'dzf-x*?tf,

X7f = x%f - x%U X*f = x%f + x'dj, XJ = x%f + x%f,

Xiof=x%f + x%f-

Pour h= 1»..., 4, le système (2) uous fournit

rî* =" aV ' (const).

En remplaçant ces valeurs dans les système (2) pour h = 5,
..., 10 nous obtenons

a)k = 0.

Donc, il n'existe aucune connexion invariante sur Vespace (7).
Nous obtenons un résultat analogue pour l'espace (7'j.
Il en résulte le

THÉORÈME 4. - II n'existe aucune connexion invariante sur les
espaces riemanniens V4 à métrique indéfinie et courbure nulle.

Soit maintenant un espace V4 h métrique indéfinie h courbure
constante positive UL^>0. La métrique d*un tel espace peut être
réduit à l'une des deux formes suivantes [4] (9)

ou

— K(x4 2 '

Le groupe de mouvements de l'espace (8) est défini par les
opérateurs [4] (10)

(8) Page 611.
(9) » 603.
("» » 607.
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Xsf = x^f-x%f, X7f = x'd,t, (t = 1. ..., 4),

Xsf = [\x'f — (x*)*- - (x*f + (xif]dif+ 2x*x\f+ 2x*x%f+ 2x1x'dif,

X9f =

XJ=

Pour h = 1, 2, 3, le système (2) nous fournit

r;fc = r;.fc(o;^.

En remplaçant cette valeur dans le système (2) avec h — 7,
nous obtenons

r ^ ^ J . (a)* = const).
oc

Enfin, le système (2) pour h — 4, 5, 6, 8, 9, 10 nous fournit

les autres constantes étant nulles.
Les composantes non nulles de la connexion invariante sur

F espace (8) sont donc

pi pi p2 p2 p3 p3 p4 p* p4 p4 _
1 d4 2 41 * -24 * 42 * 34 l 43 * i l -1 22 X 33 — A 44 ^ 4 *

Cette connexion est identique à la connexion de LEVI-CIVITA

attachée à l'espace (8).
Donc, la seule connexion affine invariante sur l'espace (8) est

la connexion de Levi-Civita attachée à Vespace.
Nous obtenons des résultats analogues pour l'espace (8') et pour

les espaces V4 a métrique indéfinie à courbure constante négative.
Il en résulte le

THÉORÈME 5. - La seule connexion invariante sur un espace V4

à métrique indéfinie à courbure constante non nulle est la connexion
de Levi-Civita attachée à l'espace.
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