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Un teoreina sui sistemi lineari dî quadriche di Sr

a matrice jacobiana nulla identicamente
e alcune sue applicazioni.

P I E R O BOÎTERA (Bologna) (*)

NOTA I

Sunto. - In qmsta Nota si dimostra un teorema sui sistemi lineari di
quadriche di Sr a matrice jacobiana nulla identicamente, sfruttando
un noto risultato recente, ind% applicando il teorema stesso, si giunge
a una proposisione, che concerne le varietà di SEGRE e che compléta
un altro pur noto risultato recente.

1. - Corne è noto (*), un sistema lineare oo^ di quadriche di S,,
con h>r, che abbia 3a matrice jacobiana (nulla identicamente)
di caratteristica r, è composto con una congruenza lineare di Sx.

Una estensione del risultato prec. si ha nel seguente:

TEOREMA - Condizione necessaria e suffïciente, affinchè un sistema
lineare oc/1 di quadriche di Sr, con h > r, abbia la matrice jacobiana
{nulla identicamente) di caratteristica r\ < r), è che il sistema sia
composto con una congruenza lineare di Sr—r'+i.

La condizione è necessaria: invero, nello spazio JSO dove o?o,
a?!, ..., xr sian coordinate proiettive omogenee di punto, si assuma
un generico punto, a;, e si osservi che lo spazio pol are di x, ri-
spetto al sistema dato, 2, è un Sr—r', che non contiene il punto x,
questo non essendo base di 2.

E basterà supporre, secondo précède, che sia r' < r ; in taie ipo-
tesi, si assuma entro la stella di centro x un generico Sr' e si
osservi che il punto, x', in cui si segano V Sr' e VSr—r', è lo spa-
zio polare di x rispetto al sistema lineare oo*', S', che 3 segna
sopra 1' S r ' .

Se (corne si supporrà) il riferimento proiettivo assunto in Sr è
generico) potrà assumersi corne spazio Sr' il seguente :

(i) xo = X1= ... = OV-r ' - i = 0.

(*) Lavoro eseguito nelF ambito delPattività del gruppo di Ricerca
K 26 del Comitato INTazionale per la Maîematica del C. INT. R,.

(*) P BONERAJ Dei sistemi lineari di quadriche di Sr a matrice jaco-
biana nulla identicamente, Boll. TJ.M.L, 1966, (3), vol. XXI, Note I (pp.
259-27 Ij e I I (pp. 885-394); cfr. Nota I, num. 10.
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184 PIERO BONERA

Ciö posto, se in 2' (di Sr') si assumono ft' + l quadriche:

f,{Xr-r', Xr-r'+i , ... , 35.) = 0 (j = 0, 1 , ... , ft') ,

indipendenti linearmente, e in 2 si considerano ft'+l quadriche:

che, segnando sopra V Sr' ordinatamente Ie precedenti, non con-
tengono singolarmente F Sr' (e che, perciö, son indipendenti linear-
mente), sarà identicamente :

fj(xr-r', .... Xt)=zfr[0, ... , 0, Xr-r*, ... , X,)

e perciö anche:

di s [âiJ o:0 - ... = av-r'-i = 0 (^=r~r', ..., r),

il secondo membro indicando il risultato della introduzione delle
(1) n e l l e df}(xQ, x , , ... , xr)l?oct.

Allora la matrice jacobiana, J\ di 2', cioè ]a matrice:

J - \dxx

potrà scriyersi :

ij = 0, 1 , ..., ft'; i^r — r', ..., r)

= ... = av—r'—i == 0 .

Dunque; la matrice J"' appartiene a quella otienuta dalla ma-
trice jacobiana, ƒ, di 2 mediante la posizione (1).

Essendo la matrice J (nulla identicamente) di caratteristica r\
segiie che la matrice J' (di h' + 1 orizzontali ed r' -f- 1 verticali)
non puö ayer 3a caratteristica maggiore di r'.

Nè la matrice J' puö aver la caratteristica minore di r', altri-
menti, lo spazio polare di se, rispetto a 2', sarebbe un Srf, con
d > 0, anzichè un punto. precisamente il punto x'.

Dovrà perfcanto essere:

h' + 1 ̂  r'.

È da osservarsi, peraltro, che Tuguaglianza deve escludersi.
Invero, Ie quadriche di 2, che hanno punto doppio in x, for-

mano un sistema lineare ooft-r' (con h > r') ed esse non possono
tutte contenere l'Sr'j altrimenti, essendo questo generico entro la
stella di centro x, Ie quadriche predette sarebbero tutte indeter-
minate.
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Pertanto il puuto x è doppio per qualche quadrica di 2' e
quindi dovrà esser:

h' + 1 > r'.

Dopo di riö, si conclude che la matrice J' è (nalla identicamente)
di caratteristica r'.

Allora, corne risulta dalla Nota I, cit, in (*), le quadriche di
2', che contengono il punto x, contengono tutte la retta oc x\ ossia^
com'è stato ricordato al prineipio, T è composto con una con-
gruenza lineare di Sv

Sabito deducesi che le quadriche di 2, che contengono il punto
x, contengono tutte 1' Sr—r'+i congiungente lo spazio Sr_T> e il
punto ce, ossia che I è appunto composto con una congruenza
lineare di Sr—r'+i-

La condizione è sufficiente: invero, si assuma in Sr un sistema
lineare oofe di quadriche, cou h>ri e si supponga che esso sia
composto con una congruenza lineare di Sr—r'+i, essendo r>r\

Allora un geaerico punto di Sr è doppio per almeno oo'1-^
quadriche dei sistema e perciö la matrice jacobiana del sistema
stesso ha, nel pauto predetto, la carattesistica non maggiore di r';
ma neppure minore di r', altrimenti, per la dimostrazione più so-
pra s volta, il sistema sarebbe composto con una congruenza li-
neare di Sd, con d > r — r' + 1.

L'asserto è dunque completamente dimostrato (2).

2. - Qui e nei nam.1 sesuenti rerranno presentate successiva-
mente dae interessant! applicazioni del teorema del nnm. 1.

Eiguardo alla prima, da un lavoro gik citato émerge (3> che la
varietà di SEGTLE, data dal prodotto cartesiano di due spazi lineari
sghembi Sk—i e Sr-k di Sr ( r > 3 ) , con:

(2) K*<r,

è la base d'un sistema lineare (completo) oo$, 2 ^ di quadricha-
Sh d'appartenenza, con :

(4) h = k(r — k + 1) — 1,

(2) Si veda anche: L. DEGOLI , Bui sisteim hneari d% quadriche di Sr

a Jacobiana tdenticamente nulla di caratteitsUca <«*, Att i Ace Se .del-
r i s t . di Bologna, Rend. Serie X I . Tomo X, (1963); cfr. nura. 2.

(3) Cfr, ('), T*fota I I , num 17.
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e che, chiamate yUv{u — 0, 1, ..., fc — 1; <y==fĉ  fc+1, ..., r) Ie coor-
dinate proiettive omogenee di punto in Ski il sistema 2(fr) è in-
diyiduato dalle quadriche, che s'ottengono annullando tutti i mi-
nori del secoudo ordine délia matrice:

(6)

îfoJc t/o, fc+i

ï/lfc tfl, fc+1

î/A-i, Je yie-ifk+i

VIT

Inoltre, dal lavoro sopra menzionato émerge W che, nel caso
particolare :

ft = 2 ,

nel quale le (3), (4) porgono risp.:

h = 2r - 3 ,

la matrice jacoblana del sistema 2ut) è (nulla identicamente) di
caratterist ica 2r — 5, cosicchè (num. 1) il sistema !(&) è composto
con una congruenza l ineare di S3 .

È dunqae spontaneo chiedersi se esistano un valore di r > 3
e un valore di k > 2 tali, che il corrispondente sistema 2(fc, abbia
la dimensione S non minore délia dimensione h dello spazio ara-
biente e la matrice jacobiana nul la identicamente, ossia tali, che
la corrispondente var ie tà di SEG-RE, considerata al principio, sia
la base d ' u n siffatto 2<fc).

Se si, il sistema 2 , ^ suddetto, per il teorema del num. 1, sarà
composto con una congruenza l ineare di Sp, con p ̂  1, cosicchè
da un generico punto dell' Sh ambiente uscirà almeno una corda
délia var ie tà di S E G R E suddetta.

Per tan to , r icordata la (4), sarà :

j(6) 2r > k(r — k + 1).

Cfr. (*), Fota II, immi 18 e 19
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Se, ora, si osserva che la limitazione superiore délie (2) puö
scriversi :

ma che deve escludersi Fuguagl ianza (5), si potrà po r re :

essendo v un intero positivo (non nullo).
Dopo di ciö, mediante un'elementare discussione aritmetica ri-

sulta che le coppie (r, fc), soddisfacentL la (6) e, secondo précède, le:

r>k+ 1, fc>2,

sono tutte e sole le seguenti :

a) (5, 3);

b) (6, 3);

c) (6, 4),

le ultime due délie quali conducono a var ie tà di S E G R B proiettiva-
mente identiche.

3. - Nel caso a) , nel quale le (3), (4) porgono r isp. 8 = 8, h = 8,
la matrice (5), se in luogo délie yuv(u — Oy 1, 2 ; ^ = 3, 4, 5) si scri-
vono, in ordine arbitrario, le yâ- (j==0, 1, „ . , 8), potrà più sempli-
cémente scriversi (per es.):

(5')

y%

2/7

onde la var ie tà di SEGKE, considerata nel num. 2, sarà^ .nel caso
presente, la varietà, V, rappresentata dal sistema di equazioni :

qj = 0 (j = 0 1, ..., 8),

essendo q3 il minore complementare di y3 nel la matrice (qua-
drata) (5).

(5) Infatti, se fosse k = r — 1, ¥Sr—k e ¥Sk-i sarebbero risp. un St

e un Sr—2 e quindi si ncadrebbe nel risultato già noto? più sopra ricor-
dato (cfr. (i), Nota I I ? num. 15).
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Ora si chiaminOj ordinatamente, 2, 21? 22 i seguenti sistemi
lineari di quadriehe:

Vqt = 0 (< = 4, 5, 7, 8)

X;3, ^ 0 fs = 3, 4, ..., 8),

>fo = 0 (* = 1, 2, 4, 5, 7, 8),

il primo dei quali (clie è oo3) è Fintersezione degli altri due (che
son entrambi oo5), indi si osservi che le matrici jacobiane delle
forme quadriche qs e qc -risp. non sono nulle identicamente (come
puö accertarsi direttamente senza difficoltà).

Premesso ciö ed osservato che gli Sb di equazioni:

sono risp* immersi neile varietà jacobiane dei sistemi 2j, 2j , un
punto, P, dell'Sg ambiente, che non sia base per alcuno dei sistemi
2j , 22 e che del resto sia generico, non sarà doppio per alcuna
quadrica dei sistemi predetti (e perciö neppure per alcuna quadrica
del sistema 2).

Ordunque, gli spazi (lineari) tangenti nel punto P risp. alle
quadriche di 2 , S, e ! 2 , che contengono il punto stesso, son or-
dinatamente un S5, T, un S3, T1? e un S3 , Tg.

Si osservi, peraltro, che lo spazio x sega il seguente S3 :

2/o = 2/i = 2/* = 2/s == 2/6 = 0,

comune a tutte Ie quadriche qt = 0 (1 = 1, 2, ..., 8), in un solo
punto. Q, e che questo, pur giacendo in tutte Ie quadriche pre-
dette, non giace nella varietà V(Gh

Perciö la retta PQ, giacendo in T, è corda délia varietà base
di 2, ma non délia varietà V (se no, P sarebbe base per 2 , con-
tro una pree. ipotesi),

(6) Le due affermazioni possono accertarsi algebricaraente senza dif-
fiooltà.
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Poichè, d'altra parte, la retta PQ non puö esser corda impro-
pria délia varietà base di 2W, quello dei due punti d'appoggio,
che è distinto da Q, non puö giacere nell'iperpiano y0 — 0 (altri-
menti, ivi giacerebbe P) e quindit8) esso giacerà in V.

Pertanto le quadriche di 21 e quelle di 28, che contengono P,
contengono la retta PQ, la quale, in conseguenza, è comune agli
spazi Tj e T2 ,

E si potrebbe proyare che la retta PQ è anzi Fintersezione
di Tj e Tg.

Dopo di ciö, se da P uscisse aloieno una corda délia varietà
V, taie corda dovrebbe giacere in uno solo degli spazi T1 , T2,

Ebbene, se la corda suddetta giacesse, per es,, in T8 (ma non
ia Tj), P sarebbe doppio per qualche quadrica di 2 l ; contro un
prec. rilievo.

Si conclude (QUOI, 1) che la varietà V è la base d' un sistema
lineare (completo) oc8 di quadriche a matrice jacobiana non nulla
identicamente.

4. - Nel caso 6), proietfcivatneiite identico al caso c), le (3), (4)
porgono risp. ô = 17, h = 11 e la matrice (5), analogamente al caso
a), potrà scriversi (per es.):

y»

y%

onde la yarietà di SEGRE, considerata nel num. 2, sarà, nel caso
presente, la varietà, W, che annulla tutti i minori del secondo
ordine délia matrice (5").

(7) ÏTelUipotesi contraria^ il puato P giacerebbe nell ' iperpiano g/0—0:
infattij basta osservare che il punto Q è semplicr por la quadrica gene-
rica di 5 (eome émerge considerando la matrice jacobiana di 2) e che
l 'iperpiano iyi tangente alla qaadrica stessa è l ' iperpiano j / 0 = 0 .

(8) Infatti, un punto de lPS 8 , se annulla g4, g5 , g7 , g s , ma ha la coor-
dinata y0 non nulla, ossia se giace nella varietà base di 2 , ma non nel-
l ' iperpiano t/o = O, annulla (per un noto teoreraa sulle raatrici nulle) la
matrice (5')? ossia giace nolla varietà V.
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n d'apparfcenenza di W, dove Ie yj(j — Oy 1, ..., 11) son
coordinate proiettive omogenee di punto, si assuma VS& di equazioni :

2/9 = Vio = y xx = 0

ed in questo si consideri la varietà, che annulla tutti i minori del
secondo ordine apparfcenenti alle prime tre colonne délia matrice
(5"), cioè la varietà di SEGRE, che, nel caso a), si è chiamata V.

Pertanto la varietà W è immersa nella varietà, che si ottiene
proiettando la yarietà V dall 'S, di equazioni:

Tutto cid premesso, se da un generico punto di Sn uscisse al-
raeno una corda délia varietà W, proiettando dal suddetto St, ri-
sulta che da un generico punto del suddetto S8 uscirebbe almeno
una corda délia varietà V, contro la conclusione del num. 3.

Si conclude (num. 1) che la varietà W è la base d'un sistema
lineare (completo) oo17 di quadriche a matrice jacobiana non nulla
identicamente.

5. - Dai nuin.i 2. 3 e 4 discende dunque il risultato:

Le varietà di SEaRE, che sian la base d'un sistema lineare di
quadriche avente la dimensione non minore di quella delV ambiente
e la matrice jacobiana nulla identicamenle, son tutte e sole quelle
date dal prodotto cartesiano d'un St e d'un S,_2 sgembi di St e
dai valori di r > 5,

Pervenuta alla Segreteria

ü 28 novembre 1966,


