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Sulla connessione di ua teorema di tracce
con un certo poliedro convesso.

LAMBERTO CATTABRIGA (Ferrara) (*)

Sunto. - Si individua una relazione fra un teorema di tracce per un certo
spazio funzionale ed un pohedro convesso mediante il quale è definito
tale spazio.

1. E noto (J) che una funzione positiva p(\) continua sullo spa-
zio euclideo v-dimensionale Ev si dice una funzione peso temperata
se esistono due costanti positive C e d tali che

Al + -/]) <£ C(i + | ç |)M*i) V 5» >i G &,

ove |^2 = 2/ ?3.

Sia &(EV) lo spazio delle funzioni indefinitamente differenzia-
bili su Ev ed ivi a decresenza rapida ed S'(Ü>) il suo duale. Con
u indichiamo la trasformata di FOTJRIER di u e §>'{EV) definita nel
modo noto dopo aver posto per ogni u e §>(EV)

= ! x, 4> u(x)dx, as, \ e E»,

ove < x, ? > = 2/ x; \j.
i

Se JJL(Ç) è una funzione peso temperata su Ev, con Hp(Ev) indi-
chiamo lo spazio lineare delle u e &(EV) tali che u è una funzione e

( ^ \\»\\rr,K,l = [P*r'lr'®\i*®\tdi) <°o.

È stato provato (s) che H^(EV) è itno spazio hilbertiano con la nor-
ma definita da (1,1) ed è

in senso topologico ed §>(EV) è denso in H^(EV).

(*) Lavoro eseguito nell1 ainbito delFattività dei gruppi di ricerca ma-
tematici del Consiglio IS"azionale delle Ricerche.

(i) Si veda [3] Cap. I I e [8J Cap. I.
(*) Lo. in (t).
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Nello spazio euclideo w-dimensionale Sn, n>2, siano dati i
punti r^irl, ..., r^), i = 1, ..., M, tali che

a) r * e S j = I» e~£w; s y > 0 , y = 1, ..., n | , i = 1, ..., M;

b) per ogvii j = 1, ..., n esiste almeno un i, sia ij, tale che r ] / > 0 .
Sia

(1.2) p(5) = ( s* n; (1 + çj»

In [1](3) abbiamo provato che p(;) è una funzione peso temperata
su E".

Sui punti assegnati r£ facciamo iuoltre Pipotesi

c) max r* = mn > 1/2,

e indichiamo con | mn —1/2 j il più grande intero inferiore ad
mn — 1/2.

Pe r ^ e [0, w„ — l/2[ sia

(1.3) pÂ(Ç') = (2it)'/t ( ( * *p -» ( | ' , < ) ( « ) ' S , Ç' = (5 i , . - . , 5»-,) e 2 Ï—*.

Le fanzioni pA(S') sono funzioni peso tetnperate su E"—1.
Posto X = | x e . E n ; ccM = 0 1, con yhu, ^ = 0, ..., | mn — 1/2 j ,

indichiamo la restrizione ad Z di ö % / 5 ^ , w e S(^?w). I n [1] f4) abbia-
mo provato il

TEOREMA.. - Nelle ipotesi a). h), c) V applicazione u — (you, ...,
Y|W _i/2 |w), weSiS») , s^ prolunga in una applicazione Uneare e
continua di Hp(E

n) su HPo(X)X ... X Hp (X), con p(5) e p,((;%

^ = 0, ..., \mn — 1/21, definite dalle (1.2) e (1.3).

Tögliarno precisare qui la relazione in cui stanno Ie fanzioni
p/4(?'), h e [0, «*n —1/2[ definite da (1.3) con il poliedro IR, invilup-
po convesso in Sn dei vertici dei parallelepipedi Q(rf) = i s e &w ;
0 < s / ^ r y , J = l , .., wj , ï = t , .., M. Premettiamo a questo sco-
po alcuni lemtni su una famiglia di poliedri convessi. I l teorema
del n. 3 fornisce la relazione indicata.

(3) Si veda il lemma '2.3. Lo spazio Hp(E
n) è caso particolare di uno

spazio introdotto in [4] .
(4) Si veda il teorema 4.3. Casi particolari dl questo teorema si t rova-

no in [5], [6], [7] .
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2. Sia c?v la famiglia dei poliedri convessi fl> (5) dello spazio
euclideo v-dimensionale SyJ, v^>l. tali che

2) pZjQlrj^iseS1 1 ; 0 < 8j < r,, j - 1,.... v |. Vre f l i ;
3| p ha dimensione v (6).

Siano s1,..., s ^ ^ i vertici di fl>. È noto che essi sono tutti e
soli i punti estremi di fli (7) e che p coïncide con il loro inviluppo
convesso, ossia con l'insiemé degli s e Sv tali che

Per ogni ]p € §?y definiamo nello spazio euclideo v-dimensionale
la funzione

(2.1)

ove CM* =

LEMMA. 2.1. - Se p e ^y allora
i) V origine O di Sv è vertice di lft.
ii) per ogni k~ 1,..., v esiste un vertice S1K tale che slk = ske

k (9)
ed è s'* = max s, = mft > 0 ;

iii) 1P è intersezione di S\ e di setnispazi chiusi, in numero
finito la cui frontiera è un iperpiano avente normale, diretta versd
quello dei due semispazi in cui esso divid? S» che non contiene
P, con coseni direttori tutti non negativi; (10)

iv) 10 = | s e 8>+ ; U, $& < P'(5), V U * | .

(5> P e r poliedro cotivesso di S' si ia tende corne è noto 1'inviluppo con-
vesso di un insieme finito F di S^ ossia l ' intersezione di tutti gli insiemi
convessi che contengono F. TP è KmHato e chiuso poiohè tale è F.

|6) Cioè a lp appartengono v + 1 punt i *°, .. , rv? tali che r1 — r ° , ... ,

rv — r° sono l inearmente indipendent i .
(i) s € ]p è un punto estrerao di © se non esistono due punt i r1, r2.

r1 ^ r2, di © tali che s = Xr* -+- (1 - X)r2, X e ]0, 1[.
(8) Si veda per es. [2] , teoremi 13 e l i .
(9) e A € & ^ , e ^ ^ e j f c , fc, j = l, . . . , v (Ö;fc simbolo di K R O N E C K B R ) .
(10) Questa proposiz ione p e r d e senso p e r v = 1. P e r v = 2 e v := 3

(iiperpiano,, sta qui e nel seguito per "retta,, e "piano,, rispettivamen te
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DIMOSTRAZIONE. - La i) è iramediata. Infatti qualunque siano
r\ r? e fl>* r1 4= r2, è sempre Ar1 + (L — X)r~ =j=0 Vev °gn i * e R~ï[.
Anche î ) si prova subito osservando che se se'lP è pure s / e p
e quindi per la chiusura di ]{5 anche mke

h = (njax sA)ê  e 1P per
s6lP

ogni fc — 1 , ..., v. Tutti questi punti sono punti estremi e quindi
vertici di |p. Infatti se rl

? r* e ]p è Xr* + (1 — A)r%^ mk P e r u n

X e ]0j 1[ se e soltanto se r\ = r2
k = mk e Xrj + (1 — X)r2 = 0 per

ogni j r^zJc e per un X e ]05 1[ se e soltanto se rl- = f • = 0 per
j =}= k. Dunque è mA.efe = Xrl + (1 — X)r2 per un X e ]0, 1[ se e sol.
tanto se r l — r2 — mke

h- Dalla 3) segue poi che deve esserew^^O
per ogni k = 1...., v.

Per provare Ui) osserviamo che ]p è intersezione di un numero
finito di semispazi chiusi che hanno per frontiera un suo iper-
piano di supporto (u). Nel nostro caso se uno di tali iperpiani
passa per 1' origine O di Sv, il semispazio chiuso che ha tale iper-
piano come frontiera e contiene Jp conterrà pure tutto S\. Per-
tanto {p è intersezione di S\ e di numero finito di semispazi
chiusi aventi per frontiera un iperpiano di supporto non passante

y

per O. Sia TT uno di tali iperpiani, 2,- a3s3 = 1 la sua equazione e
i

ff il semispazio chiuso contenente fli ed ayente TT per frontiera. È

Grli o? non possono essere tutti negativi poichè TT passa per
punti di lp. Siano an, ..., a/ft quelli fra es^i che sono negativi.
Per ogni s e Sv indichiamo con s* il punto di coordinate s* — Sj
per j=^zj}, ..., jh e s*, = ... = s* = 0. Se it passa per un se lP allora
deve essere s7l = ... = sj = 0, altrimenti per il punto s*, che appar-
tiene a ]p per la proprietà 2), sarebbe

V V

S, a,sj > S, %s, = 1.
i i

Per i punti in cui TT interseca p passa anche 1'iperpiano TT' di

(li) Si veda per es. [2], teorema 16. Iperpiano di supporto a H> è ogni
iperpiano che intersechi lp e tale che uno solo dei due semispazi aperti in
cui 1' iperpiano divide JSV contenga punti di fl>.
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v

equazione S^/,, t,.fjhaJsjr = 1, inoltre per ogni s € P è
i

V V

V

poichè s* e fl>. E dunque p C ^ = | s e*S v ; 2^ ; \ , . . . , /^ o ^ - < 1 j e
i

ir' è iperpiano di supporto a |p. Inoltre è o-' f| JŜ _ d <r f] Sj_. 1P
è perciö intersezione di SV e di semispazi chiusi, in numero
finito, aventi per frontiera iperpiani di supporto a ]p di equazione

V

lij djSj = 1 con gli a5 tutti non negativi.
i

Infine se s e fa è

e quindi

)
ï \ ï J I i i '

Se poi r G S^_ ma r ^ p allora r non appartiene ad almeno uno
dei semispazi indicati in m), onde per un X e ]0, 1[ Xr stark sul-

V

l'iperpiano frontiera di tale semispazio. Sia Sya1si = l 1'equazione
i

di tale iperpiano. Per Ui) è a>;>0, j = 1,..., v. Per ?? = ta^2
9 t> 1,

i = l,.», v, è

e per ogni 2 = 1 , . . . , iV(lp), riuscendo sempre 2 J / % S ^

Da queste maggiorazioni segue cbe la funzione P~?(?) II|(ç*)rj non
puö restare limitata in Ev. 1

Sia n>2, »' = («,, ...,,«„_,) e S» *, 5' = (ï,, »., ?„_,) e £»-»,
P-e» 1 1 , ï > a = l a ' e S " - 1 ; (*', a ) 6 © | , a e [0, w„[.

LEMMA 2.2. - Se $> e Wn, n>2, allora

i) Pa e ff"-1, V*e[0, «„[;
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ii) Pa(V) I \n |« < C, P(;) (l2), V 5 = (?', U e ^ ;

m) Pp<5') < C,P«l5'), V 5' e E«~\ a, p 6 [0, mn[. a < S,

DIMOSTRAZIOISTE. - fpa è un poliedro convesso di /S""1 poichè è
intersezione di un numero finito di seaiispazi chiusi di S"*"1.
Inoltre se r' e fl>a è r = (r', a) e P e quindi Q(r)CllP, da cui segue
Q(r')CIpa. Per il lemma 2.1 ii) appartengono a Jp tutti i punti

i

e quindi a p a i punti

A poe appartengono perciö, oltre air origine O di Sn—\ anche
i punti mk(l — a/wn)c

fc fc=l, , . . , n—1. Ciö prova i). La ii) si ottiene
applicaiïdo il lemma 2.1 iv) ai punti (s\ &)e 1P tali che s' sia verfcice
di lp a . Per provare la Ui) basta osservare che, come conseguenza
della 2), è lPpCllPa ed applicare il lemma 2.1 iv) ai vertici di |pp.

Siano 0 = a0 <C aÂ <̂  ... < â . =1^^ i valori assunti da sl
n, 1 = 1,

..., Nip). '

LEMMA 2.3. - Se fl> e g"', w > 2, Ö, T e [0, wB[, û < y è

' ) M ^ ' ) > - ^ VS'eJS»-1, se a e [6, Y];
y-x a-3

mi ^]<C 1 [Pp(r) ]H[P T (? ' |p , VS'eJB*"1, se oc e [p, y] e
fc = 0,..., kn.

DIMOSTBAZIONE. - Indichiamo con bl = (b\, ..., 6J, r) e S+"1,
t = l , . . . , N\p?)9 e c'fc = (cf, „, c J J e S ; " 1 , fc=l,..., iV(pT) i vertici
di Ipp e © r rispettlvameute. Posto 6l = {b'\ $) e ch = {c'h, ï) tutti
i punti s = Xfe' + (1 — X)c/l apparteugono a p e quindi appartengono

(i2) Pot(S') è la funzione definita secondo la (2 1) in corrispondenza al
poliedro ©a. a e [0, wn[.
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a pa i punti

s 6 + c
Y — P Y ~ P *

Dal lemma 2.1 £u) segue allora ühe per tali punti s' è

r~» «—P
,1-1 .«-i »\T-P /«-i fc\ï-P

P1/; ') > Uj (l)p = ( n,ï5*)bjj ^ II, l ^ ) , V l' e E'*-1.

Sommando rispetto ad i e Ji si ottiene per ogni %' e E"~'

da cui segue la i). La ii) è una conseguenza di i). Infatti se per
es. è a < B < y per la *) si ha

CÎPp(5') ̂  [PalS'l^IPTlVHr-*, V V e E—i

e quindi

Infine se ae]3, v[ ed aA ̂  ]^, ^[, fc = 0, . . , fc„. consideriamo il
poliedro convesso p(p, y) = j s e Jp; (Ö < s„ < Y t« I punti 6f=(6'*, S),
i = l,.. , ArdPp), e c'l=(c//l, T), fc== 1,..., W(1PY), considerati piu sopra
sono i vertici di p(P, y). Pertanto se a / = (ai, ..., an_i)eAS"~x è un
vertice di |p a ed a = (a', oc) si ha

p )

p Y — &

c o n 2J{ A, = '—— e

Pertanto

n , i5j)°, = n , {n, ̂ J rr,( ^ n, (r;»0; J
0 J <
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per ogni V e En~~i. Sommando Ie maggiorazioni che cosï si ottengono
per tutti i vertici a' di p a si giunge alla iii).

3. Consideriamo ora il poliedro 1R, introdotto alla fine del n. 1,
inviluppo convesso dei vertici dei parallelepipedi Q(r'); i punti
r\ * = 1,..., M, soddisfacendo alle a), 6), c) del n. 1. Siano s?, Z = l,
..., iV(1R), i vertici di 1R. Ciascuno di essi coincide con un vertice
»di uno dei parallelepipedi Q{rl), * = 1 , . . . , M.

TJEMMA 3.1. - 1Re 8n.

DIMOSTBAZIO^E. Se 5 6 1R è

() ()

1 1

onde s e S^_. Inoltre se f e

(
- 2, \zl, X,^0, 2, Xl==

con a ï=(T,s[, ..., Tn8
l
u), tj = tj8, se SJ4=0 e T_, = 1 se ŝ  = 0. È

i 'eQts ' jc iR, Z=l , . . . , iV(1R), e quindi pure t e 1R. Da ciö segue
che (maxs^c-'elR, y = l, ..., n, e quindi, poichè maxSj = m a i r j > 0,

sen sBta i<%^M J

-che IR è n-dimensiouale.
In [1] (13) abbiamo provato che esistono due costanti positive

€ 2 Î Cz tali che per ogni l e En

(3 1) C1?®<R®<Ct?(*).

Anche R{Z), come p(?), è dunque una fanzione peso temperata
su En e gli spazi Hp(En) ed HR(E'1) coincidono^ le relative norme
riuscendo equivalenti.

Poniamo ora

/2

n s = is', y e js",

ove 0 = a0 <; a2 <[... <C â ^ = mn sono i valori assunti da sl
n in 1R.

(13) Si vede il lemma 2.2. R{£) è la funzione definita da (2 1) in corri-
spondenza al poliedro 1R.

(14) Si è posto qui Bak (£') = 1 per ogni % 6 En~i.
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3.2. - Per ogni ? e En è

con C4 costante positiva.

DIMOSTRAZIOME. - II lemma è immediata conseguenza del lemma
2.2 ii) e del fatto che ogni termine che figura nella somma che
esprime R*\l) si troya anche nella espressione di j?*?(?).

TEOREMA. - Siano verificate Ie ipotesi a), &), c) del n. 1. Sia 1R
rinviluppo convesso dei vertid dei parallelepipedi Q[rx), i— 1,..., M,
e 0 = a0 < ... <C afcn = ŵ (i i valori assttnti dagli r^, i = 1,..., ikf. Per
fce[0, m„ — l/2[. pos^o ax = max | t-j,. « = !,..., M; r ^ < ^ + 1/2 | è

1/2, mentre se a^^j = /* —f— 1/2 è

qualunque sia y e]h + 1/2. w„[ ed awc^e (15)

o^e C', C", C"(Y), CZ F SO^O costanti positive che dipendono soltanto*
da h e C'"(y) anche da y.

DIHOSTRAZTOSTB. - Per la (3.1) ed il lemma 3.2 basterà valutare
la funzione

= I PhB*-%', t)dt, \' e E"-',
0

che con il cambiamento di rariabile

(15) Questa maggiorazione mi è stata indicata da E. DE GIORGI.
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diviene

+00

0
•'"ƒ•

H *•
Per il lemma 2.3 ii) con p = ax e y = ax_j_L ciascxma delle fanzioni

è maggiorata in En~\ a meuo di un fattore costante, dalla

Pertanto in Ev~i 1(1') maggiora a meno di un fattore costante
la funzione

e quindi per il lemma 2,3 i) la ^^?l/2l^)« È cosï provato che

con C" costante positiva.
È poi

g2 ^^"["^x/^x+i"*/.^2^^ _i_

onde, se ax+i > fe + 1/2, per ogni ç' e

O

Da questa per il lemma 2.3 Ui) segue che
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con 0' costante positiva. Osserviamo che la condizione ax_j_l>/i-|- 1/2
è certaraente verificata quando h e gli r*n, i= 1,.. , M, sono tutti
interi.

Se aK+1 — h + 1/2, sia ^ e \h + 1/2, mn[. Come conseguenza del
lemma 2.2 ii) e del lemma 3.2 è

0 ^

+00

V)^* + Bfî'ffî- V \' e ^'!-',

con C costante positiva. Ponendo

t =

si ottiene allora per ogni \' e E"~1

da cui
ft-l/2

Ancora nel caso in cui è ot^, = fe-f 1/2, possiamo dareun'altra
limitazione inferiore per pfc(?'). Poniamo

Con la sostituzione t = ^(Ç^

+0O

+

i—2ax)r otteniamo

l - 2 ^

+oo

J
+00

V 5' e ^ i ~ 1
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con Co costante positiva e x = g^/

lemma 2.3 i) segue che

con Cf
Q costante positiva, onde

o

1(5') <^4 l / 2 iV) j Ci' + [e-l<te J, V ?' e E»->,

con CJ' costante positiva. Da questa segue 1'aUima muggiorazione
del teorema.

BIBLIOGKRAMA

[1] L. CATTABRIGA, *SM un certo spazio ftinsionale. Un teorema di tracce,
in corso di stampa su « Annali della Scuola IsTormale Superiore di
Pisa ».

[2] H. G-. HEGGLESTON, Convexity, Cambridge, 1963.
[3] 3J. IIÖRMANDBRJ Ltfiear partial differential operators. Springer, 1963.
[4] P. 1. LIZORKIN-S. M. KIKOL'SKII, Classificasione delle fmizioni diffe-

renziabili in base a spasi con derivate miste dominant^ «Trudj Mat.
Inst. im. Y. A. Steklov », 77, 19b'5.

[5] M. PAGNI, Sulïe tracée, di una certa classe di fumioni, «Atti Sem.
Mat. Fis. Univ. Modena», 11, 1962.

[6] — —, Un teorema di tracce, «Eend. Accad. Kaz. Lincei», (8), 38, 1965.
[7] B. PINI, Sulle tracce di un certo spasio funzionale, I, « Rend. Accad.

Kaz. Lincei » (8), 37; 19B4 ; II, ibidem, 38, 1965.
[8] L. R. VOLEVIC-B. P. PANEJACH, Certi spasi di ft&nzioni generalizzate e

teoremi di immersione, «Uspechi Mat. ]N"auk SSSR», 20, 1965.

Pervenuta alla Segreteria
il 31 ottobre 1966


