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Singolarità debol mente rimovibJli per soluzioni 
di equazioni ellittiche 

KOJIANO SCOZZAFAVA (Borna) (*) 

Suuto. • Si considerano singolarità su varietà per soluzioni di equazioni 
ellittiche non lineari del secondo ordine, e si stabiliscono con di si ont 
sufficienti afftnchè tali singolarità siano "debolmente" rimovibili. La 
dimostrazione è basa ta sulV impiego di un a combina stone- lineare di 
particolari soluzioni délie equazioni ellittiche estremanii. 

Sumntary. - We deal with singularities on mani/olds for solutions of second-
order non-linear elliptic équations with discontinuous coefficients. 
Suffîdent conditions in order to such singularities be "iveakly" removable 
are established. 

1. - I n t r o d u z i o n e . 

Sia O un ins ieme aperto limitato dello spazio reale Rm ad m 
dimens ioni e sia u soluzione in fi — N di una data equazione a 
derivate parziali, con N insieme chiuso e di misura nul la contenuto 
in O. Se si puô prolungare u con continuité in tutto O, N costituisce 
per la u una singolarità rimovibile. Ad esempio, la rimovibili ta 
di N puô essere assicurata stabilendo opportune condizioni sul 
comportamento di u in prossimità di N e sulla dimension e di N~ 

Moite ricerche riguardano il caso che N si riduca ad un sola 
punto. In particolare, risultati di questo tipo sono ben noti per 
Y equazione di L A P L A C E (cfr. ad es. KELLOGG [3]|. Ne l caso di 

equazioni el l itt iche del secondo ordine, G Ï L B A H G e S E R R I N in [2 | 
hanno studiato il problema per equazioni lineari a coefficienti 
continui, e S E R E I N in [7] per equazioni variazionali non lineari, 

Ne l caso che N sia una varietà, il problema è stato trattato da 
C A R L E S O N [ i ] , da S E R R I N [6], |8], e da LITTMAN [4], rispettivamente 

per Y equazione di L A P L A C E , per equazioni ellittiche lineari del 
secondo ordine a coefficienti hôlderiani o di tipo variazionale, e 
per equazioni lineari autoaggiuute di ordine qualsiasi. In partico* 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Ricerca 
u. 23 del CNR, a. a. 1966-67. 
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lare SERRIN ha provato che la singolarità N è rimovibile, con N 
varietà s-dimensionale, 0 < s < r a — 2, se risulta u e Lp, con 

... m— s 
(1) p = m • — 2 ' 

oppure se esiste una costante o > 0 taie che 

u(x) = 0(p»-"H-H-S), 0 < s < m — 2 

w(a;) = 0( | lg p | *-*), s = m — 2 

per o —- 0, dove p indica la distanza di £C da N. 
Nell'analisi délie singolarità si possono considerare condizioni 

più deboli di quelle che il lim u(x) risulti determinato e finito. Se 
a-*tf 

si suppone l'esistenza di un T > 0 taie che 

(2) lim up = 0, 
p-»0 

e se dalla (2) è possibile dedurre che la u si mantiene limitata per 
p —- 0, N si puô chiamare una singolarità « debolmente » rimovibile. 

In particolare, si puô richiedere che la (2) implichi che valga 
la seguente proprietà: 

P . - Per ogni insieme aperto B, B a Cl ed N c B, risulta 

(3) | u{x) | < max | u(l) |, x e B — N. 

Nel caso di singolarità isolate, GILBARG e SERRIN in [2] hanno 
stabilito vari casi di validità délia proprietà P (che essi hanno 
chiamato «extended maximum principle») nell'ipotesi che i cref-
ficienti siano continui. Essi hanno anche provato con un esempio 
che, se nel punto singolare i coefficienti non sono continui. la |3) 
puô non sussistere. 

Singolarità isolate debolmente rimovibili per equazioni ellittiche 
non lineari a coefficienti misurabili sono state studiate da Pucc i 
in [5]. 

Per equazioni ellittiche variazionali lineari, SERRIN e W E I N B E R -

GER in [9] hanno esaminato il comportamento délia soluzione in 
un punto singolare non rimovibile. 

In questa nota si considerano soluzioni u(x) di una classe di 
equazioni ellittiche non lineari del secondo ordine, supponendo che 
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1' i n s i e m e s ingo la re N a p p a r t e u g a ad uua va r i e t à « regola re » 
s - d i m e n s i o n a l e V, con t enu t a iu Q, con 0 < s < m — 2. I n d i p e n d e n -
t e m e n t e da ipotesi di con t inu i t à sui coefficienti si d imos t ra che, se 

lim %i^ = 0, 

dove T è u n a cos tante d ipenden te solo da l l ' ope ra to re considera to 
e da l l a d i m e n s i o n e s di V,, a l lora va le la propr ie tà P . Quest i 
r i su l t a t i vengono s tab i l i t i e s tendendo la tecuica usa ta in [5] nello 
s tudio di s i ngo l a r i t à i so la te : si ut i l izzano o p p o r t u n a t a m e n t e délie 
combinaz ion i l i n e a r i di soluzioni « e s t r e m a n t i » (u. 2) d ipenden t i 
so l amen te da l la d i s t anza da un punto . Si prova con un esempio 
che n e l caso qu i cons idera to di coefficienti d i scont inu i la condizione 
ue L p , con p da to da l la (1), non è sufficieute per la va l id i tà dél ia (3). 

2. - Notazioni e r i ch iami . 

Siano a, (i, y cos tan t i non uega t i^e , con a < — . I n d i c h i a m o cou 

$<*,$,y la classe dél ie funzioni F(utj, ux, u, x) che sono defini te e 
m i s u r a b i l i (per q u a l u n q u e valore reale di uv , u, , M, con 
*, j = 1, 2, ..., m) pe r as in O, e che sono inol t re (per ogni fissato x 
in O) con t i nue e quas i o v u n q u e differenziabil i in uni u,, u e 
ve r i f i can t i le condiz ioni : 

<[»•; 

- r< jn<0; 
' — du — ' 

F{0, 0 0, x) = 0. 

d^u du 
Se u e 0 ^ ( 0 ) , posto u{j = -——, ut = — , si puô r i g u a r d a r e 

0XloXj oXt-

F[u] = F[uy(x)9 ut(x), u(x), x] 

corne un opera to re differenziale ell i t t ico. I n d i c h i a m o in par t ico la re 
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con 2at^}x ^a classe degli operatori lineari (a coefficienti misurabili) 

l . m m 

L[u] = S a^xju.j + S bl(x)ul + c(x)u 
i , j ¢ = 1 

appartenenti ad ^ ,3 ,^ - -
Eichiamiamo ora alcnni risultati di Pucci [5], utilizzati nel 

seguito. 

I. - Fissata una funzione ue Cl>l(Cl) ed un operatore .F e cF», p, r , 
esiste in corrispondenza un operatore Le2aj$iX, con L[u] — F[u] 
quasi ovunque in Q. 

Se u è una funzione dotata di differenziale secondo in un 
punto, indicato con ©,[«]. i = 1, 2, ..., m gli autovalori délia matrice 
hessiana di u in quel punto, con il seguente ordinamento 

e,[u] < <28|u] < ... < <5„.[te], 

consideriamo i seguenti operatori differenzièili 

m—* u — I u I 
JC,P, ïM = * S ®,[«] + (l - (m - 1).)8,(1.] + P I grad i» | - T ÔM 

*"=1 ^ 

m *t -4- I M I 
«t., g,fM = (1 - (m - l)a)e,M + a S Ê,M - S | grad u | - Y T.1. ', 

i=2 ^ 

Risulta quasi ovunque in Cl: 

II . - Gfo* operatori Ma^rc e wfl,pïY appartengono alla classe 

Jifa, p, YM — max F[u\, 

w*, 3, Y M
 = m ^ n F[u\ 

per ogwî* funzione u e C1* ^O). 

Consideriamo ora le funzioni délia distanza da un punto se0, 
soluzioni dell1 equazione « estremante » 

(4) M f f.Pfï[ti] = 0. 
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Posto r = | x — x° |, se u dipende solo da r risulta 

r n d-u 1 — hdu du 
dr 

u— \u\ 
•Y 9 * 

con 

d'2u 1 du 
a se -j~= < - -j-

dr% — r dr 
dht 1 du 

= 1 — (m — l)a se - ^ > - -=- . 
ar- r ar 

Nel caso particolare y = 0, la (4) ammette per 0 < | x — x° | < r0 

la soluzione 

(5) g=j (t(i-"Oatf«)1~(,M~1)fll<B. 

In particolare, se 0 < o c < — e (5 = 0, sono soluzioni di Ma,Oi0[u]--
= 0 le funzioni 

(6) 0, = - l o g r , per , = 2j-±ZJ); 

1 — 2 ( M l — l ) o t 

. - . i—(m—i)a 1 

(7) g8 = r , per a > 2 (m— 1)! 

i—g(m—1)« 
/Qi i— (m—i)a 1 

1°) g3 = — r , per a < : 2(m— 1)' 

Per a = — si ha My,i0jQ = A, e le (6), (7) danno le funzioni armoniche 

fondamentali. 

3. - Analisi délie singolarità. 

Sia Vs una varietà semplicemente connessa di dimensione s < 
< m , contenuta in O e soddisfacente per s > 0 aile seguenti ipotesi: 

a) Vs è unione di un numéro finito di insiemi chiusi 2*, a 
due a due senza punti interni in comune, e ciascuno dotato di 
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rappresentazione parametrica del tipo 

(9) » . = * ( « , t = l , 2, .», « 

•con ^ - ( ^ , £8, ..., $ f)eS, , sfera chiusa unitaria dello spazio i£s; 

b) le funzioni yt(t) sono continue con le loro derivate prime 
in S,, e la loro matrice jacobiana ha caratteristica s ; 

c) esiste una eostante p0 > 0 taie che, fissato comunque y e Vs 

-e considerata in B'n la sfera Sm[y, p), di centro y e raggio p < p0, 
la misura (superficiale) dell' insieme SJy, p) f| V, è maggiore di 
t Ps 

Si puô dimostrare che c) è conseguenza di a) e b). 
Poniamo r = | x — y | . Fissato y su Vs, s > 0, se f̂(r) corne 

fuuzione di a; è soluzione délia (4), introdotta la funzione, definita 
in O - V,, 

<10) w(x) = fg{ \x-y\ )d*vi 

i n base ai teoremi I e I I si h a in Cl — Vs 

<11) M9t p, r[w] = L[w\ = fL[g]dcv < [M„, PI r[</]dS = 0. 

Oiô premesso, dimostriamo il seguente teorema: 

II I . - Indichiamo con Vs una varietà semplicemente connessa 
•di dimensione s < m. contenuta in Cl e soddisfacente, per s > 0, aile 
dpotesi a), b), e sia N un insieme chiuso appartenente a Vs. Sia u 
•una funzione di classe Cl^{Cl— iV) taie che 

F[u] = 0 in O —AT, F e $*,$.<>, 

•cow 0 < a < — e S > 0 . Detta g(r) la soluzione di Ma, p, 0[g] = 0 data 

dalla (5), e definita per s > 0 (2) 2a funzione (positiva) w(x) in Cl — Vs 

(1) a>,H indica la misura délia superficie sferica unitaria di R'n. 
(2) Per s = 0 il teorema sussiste assumendo w = g{r). 
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mediante la (10), se si ha 

(12) lim w = + oo, 
œ->Vs 

(13) lim -* = 0, 
*-> v™ 

voie la proprietà P . 

Dimostriamo che se valgono le (12), (13) non vi puô essere un 
insieme aperto B\ con N c B' e B' c O, ed un punto x e B'— Ar 

tali che 

(14) u(x) > max u(ly 
tedB' 

Infatti, indicato con £° un punto di dB' taie che 

(15) max u(Ç) = tt(Ç°j. 

dalla validità délia (14) seguirebbe che esiste una costante c > 0» 
taie che 

cw?(a;') < u(x) — u(l°). 

Pertanto P insieme E dei punti x e B' — N tali che 

(16) tt(Ç°) + cw(x) < uix) 

risulta non vuoto. Inoltre, in virtù délie (12), (13), la (16) implica-
che esiste un insieme aperto IczB' e non appartenente ad E, taie-
che Nal. Quindi, per la continuità di u e w in H — N, E è aperto e 

u(Z°) + cw — u = 0 su dE, 

essendo vuoto, per la (15). l'insieme E fl dB\ Per il teor. I esiste 
un operatore L lineare con 

L[u] = i) in Q - i V , Le£ a , (3 , 0 , 

e quindi, tenendo conto del teor. I I e délia (11): 

L[u$°) + cw — u] = cL[w] < cMa, ,3, o[w] < 0 in Et 
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cioè, pe r il p r inc ip io di massimo, 

tt(S°) + cw(x) — u{x) > 0 in E, 

in cont raddiz ione con la definizione (16) di E. R ipe tendo le s tesse 
considerjizioni per la funzione — u si compléta la d imos t raz ione 
del teorema. 

Al teor. I I I si puô dare u n a formulaz ione p iù espl ic i ta ne l caso-
par t icolare p = 0 e 0 < s < m — 2. 

IY. - Sia Vs una varietà s-dimensionale semplicemente connessa 
contenuta in Cl, con 0 < s < m — 2, e soddisfacente per s > 0 aile 
ipotesi a), b), c). Detto N tm insieme chiuso, con Ne Vs, sia 

F[u] = Q in O — iV, F e ï a , o . o , 

con 0 < a < — . Per ogni xeCl — Vs, indichiamo con p Za distanza 

di x da Vs: 

p(x) = m in I x — t / 1 . 

Posto 

se risulta 

(17) 

__ (s + 2)(m — 1)¾ — (s + 1) 
T ~~ 1 — [m — l)i ! 

1 g + 1 
a > »T^1 s + 2 ' 

(18) l im upT = 0, 
f-—> o 

vale la proprietà P (3). 

Pon i amo 

_ 2(w — l)a — 1 
V "" 1 - (m — l)a ; 

r i su l ta T = v — s, e per la (17) si ha 

(m T > 0, 

(3) jS"el caso s = 0, VQ = i\T si riduce ad un solo punto x°, si ha p = 
= 105-0^1, e si riottengono i risultati di Pucci [5], 
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che imp l i ca v ;> 0. I no l t r e , per ogni fissato y s Vs, la funzione di x 

9i = \* — y\-v 

è soluzione di Ma% 0, o[g] — 0 (cfr. la (7)) pe r xeCl—Vs. Definiamo, 
pe r x e Cl — Vs ed s > 0, la funzione 

<20) w(x) = I | x - y | - v ^ 

P e r d i m o s t r a r e il t eo rema basta far vedern che le (17), (18) corri-
spondono ai le (12), (13), cioè è sufficiente provare , t enendo conto 
a n c h e délia (19), che 

(21) w>kp~\ 

con k cos tante pos i t iva (4). 
I n d i c h i a m o con E l ' i n s i eme dei pun t i x e Cl— Vs per i qual i 

p ( x ) < p 0 , dove p0 è la costante def in i ta da lP ipotes i c). P e r ogni 
fissato xeEj sia y un punto di V, aven te min ima d is tanza p da x. 
Osserva to che la (20) pnô scr ixers i 

w = p-T i . L fe 

s 

t e n e n d o conto di c) si ha , per xeE: 

/' PT r pT i o), ov—s i W î 

' \x-y\» *—] _ | x - « ! * * » - > 3 * p ' ( 2 ^ ^ 3 ^ 2 ^ = fc> ' 

m e n t r e pe r x e O — Vs — E, det to d il d iamet ro di Cl, si h a : 

J \x-yj 
Po_T d s> r̂ • mis V* = K, 

e pe r t an to la (21) sussis te per ogni xeCl — Vs con k = min (fc,, fc2). 

I n base poi a l la condizione a < — , si deduce che la (17) impl ica 

s <m — 2. I l t eorema è cosï d imost ra to . 

(4) P e r s = 0 la (21) sussiste con il segno di uguaglianza assumendo 
direttamente w = g2 -
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OSSEEVVAZIONE I . - Detto s > 0 u n n u m é r o rea le a rb i t r a r io , si ha : 

/ . i f PT+£ day W = p—(T+£) / r- . < 

y. 

< P"(T+e) Cl ^ Ï T ™ = 2f (»)p-(T+e), 

. / 1 x — y I S _ E 

s 

con i f (as) funzione l imi ta ta , 0 < K(x)<_ K, e qu ind i , t enendo conto 
dél ia (21), la funzione w(x) soddisfa aile seguen t i l imi taz ion i 

fcp—^ < w < 2£p-<T+s>. 

OSSERVAZTONE I I . - Mostr iamo con u n esempio che la (18) non 

puô essere sost i tui ta da l l ' ipotes i u e Lp, con p dato dal la (1). 
P e r s = 0, se vale la (17) la funzione 

u = | se — x°\—v 

è soluzione di F[u] = 0, con JP = ilfa, 0 ,o , la (18) non sussis te , e 
r i su l ta u e Lp. Tu t t av ia in quals ias i in torno 0 < | x — x° | < r 0 non 
va le la p ropr i e t à P . 
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