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Dei sistemi lineari di quadriche di S,
a matrice jacobiana nulla identicamente

Piero BoNERA (Bologna) (%)
Nora II

Sunto. - Proseguendo la ricerca iniziata nellu Nota I, si espone una trat-
tazione, che, in un caso particolare, conduce ad un interessante sistema
di S,, dal quale scaturisce un aliro interessante sistema di¢ Sy,—5, che
ha come varietq base una certa varieta di Segre.

11. - Riprendasi la considerazione del sistema ({11) (num. 5) e sup-
pongasi (se & possibile) che le ipersuperficie del sistema, che passa-
no per il punto «, considerato nel num. 3, ciod per un punto non
situato nella varieth ¢, che & la varieth base del sistema, passino

tutte per un altro punto z, pure non situato nella varietd @.
Allora le due condizioni (lineari omogenee) nelle p;:

0,

€|
I

t
bt}

G=0,1, .., 7),

I

pie' =10

avendo ¢, ?‘ significato ormai noto od ovvio, son identiche.

In conseguenza il punto 5’, dato dalle (8), & coningato della retta
Z x rispetto al sistema (U') e quindi le ipersuperficie del sistema
(11), che passano per x, contengono tutte la retta z .

Ordunque il sistema (11) & composto con una congruenza line-
are di spazi lineari e percio & di grado zero.

12. - Qui e in seguito si supporra. invece, che il sistema (11)
sia semplice.
Allora il sistema (11) sara dié¢ dimensione r ed inoltre esso, a
norma del num. 11, sard omaloidico.
Cid posto, si ponga tra il sistema (11) e la totalith degli iperpiani
di S,:
v = (t=0,1, .., r)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca N. 26
del Comitato Nazionale per la Matematica del C. N.R.
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la proiettivith di equazioni:
By = vy

Allora si riconosce che U'ipersuperficie del sistema (11), che corri:
sponde (nella proiettivita introdotta) all’iperpiano generico di S,,
& il luogo dei punii comiugati dell’iperpiano stesso rispetto alle sin-
gole quadriche del sistema (1') (cfr. num. 4).

Infatti, assunti nel suddetto iperpiano » generici punti Xy
(t=1, 2. ... r) e considerati gli iperpiani polari dei singoli punti
x rispetto alla quadrica variabile nel sistema (1), cio®d gli iper-
piani di equazioni:

b
As I
oxt

x:t) =0 (=0,1,..,r;5=0,1,...,r—1;¢(=12, .., 7),

TPequazione del luogo sopra nominato sara la risultante dell’elimi.
nazione delle X* dalle equazioni precedenti, cioe:

o i ofy—1 s
X a;o* &)
e e =0,
afn ) af‘r—i i
2;! x(r) PR Py gy
il cui primo membro pud scriversi:
afo arr—l
sch C  aom
(23) Zxy) o gy . ,
ifo_ afr-l
amir T ox'r

essendo (¢,, ..., 4,) una qualunque disposizione con ripetizione (di
classe r) dei numeri 0, 1, ..., 7.

Siccome il determinante del termine generale della somma (23)
¢ nullo identicamente, se due (almeno) degli indiei %, ..., 4, son
uguali, ed & uguale identicamente (a meno eventualmente del se-
gno) ad una delle forme ¢, se, invece, gli indici 4,, ..., 4, son tutti
diversi, si conclude che la somma (23) & una combinazione lineare
omogenea a coefficienti costanti delle forme «f e che i coeflicienti
stessi son uguali (o proporzionali) ai coefficienti omonimi delle
variabili nell’equazione dell’iperpiano considerato, ciod ai minori
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(d’ordine r, presi alternativamente coi segni mutati) della matrice:

0 r
x(l) - . . w(l)
0 r
Ly - o x(,,.)

formata con le coordinate dei punti xg.

13. - Il sistema (11), privato, a norma delle (12), della compo-
nente fissa ¢° =0, diviene:

(119 wWi — 0 G=0,1,..,7),

le ¥i essendo forme d’ugual grado [non maggiore di r — 2 (num.
5, o0ss.)], prime tra loro.

Cid premesso, se,.in particolare, le forme W%, come si supporra,
son lineari, il sistema (11'); essendo oo’ (num. 12), & privo di punti
base e percid la varieth @ riducesi all’ipersuperficie (d’ordine
r—1) (13).

Allora, posto:

Wi — pikgy, ¢ k=01, .., 7),

la proiettivita introdotta tra il sistema (11), ossia tra il sistema.
(11°) e la totalita degli iperpiani di S, (num. 12) genera in S, una
omografia, Q, la quale & rappresentata dalle equazioni:

(24) pa't = brkyy G kE=0,1, .., 7).

Ebbene, si provera che ’omografia Q muta in sé I’ insieme, S,.,
dei punti di S, che non giacciono nell’ipersuperficie (13).

Invero, si supponga che esista in S, un punto x, il cui corri-
spondente punto z', dato dalle (24), ossia [essendo ®° 3= 0 e ricor-
dando le (12)] dalle (8), giaccia, invece, nell’ ipersuperficie (13).

Allora il punto a & distinto dal punto 2’ e guindi esso, non
giacendo nell’ipersuperficie (13), non pud esser base del sistema
(1); nd pud esserlo il punto z’, altrimenti gli iperpiani del sistema
(11), che passano per z, conterrebbero tutti la retta x x'.

Pertanto lo spazio polare, S (d=>1), di " rispetto al sistema 1y
non contiene x’ e il generico punto x della retta di S, che esce ge-
nericamente da x. non giace nell’ ipersuperficie (13) e neppure nel-

la varieth base del sistema (1°).
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Segue (numdt. 8, 9) che le quadriche del sistema (1°), che passano
per x, contengono tutte la retta xx e quindi il piano dei tre pun-
ti (non allineati) .'i_, x. x (quest’ ultimo essendo generico sulla ret-
ta counsiderata).

Pertanto lo spazio polare di x rispetto al sistema (1) & un Sz
(d' = 1), anziche un punto, precisamente il punto x’.

L’ asserto & dunque provato.

Dal risultato prec. deducesi che la corrispondenza cremoniana,
T, definita in S, dalle equazioni:

®) ‘ px't = iy, .., T) G=0,1, .., ),

ossia generati\._ in S, dalla polarith rispetto al sistema (1°), coincide,
nell’insieme S,, con la corrispondenza ivi definita [essendo ®°3=0
- ricordando le (12)] dalle equazioni:

cossia che la corrispondenza I' coincide, in S,, con !’omografia O.

14. - Si osservi subito che 'omografia Q & involutoria e percid
dotata di due spazi fondamentali sghembi Sk—., Sr—k.

Orbene, si proverd anzitutto che I’ Sx—, e I’ Sy—x son spazi base
-del sistema (1).

Infatti, se si considera il determinante (nullo identicamente) A;
e in questo alle zi si sostitniscono le omonime i, coordinate d’un
punto qualsiasi di S,, si dedurranno (essendo ®3=0) le identita
(rispetto alle x¥):

a’%ﬁneo =0,1,..,r:q=0,1,..,r—1,1),
ot

e da queste le identita (rispetto alle x!, coordinate d’un punto
-qualsiasi di S,):

afq ‘g
Te wio.

Siccome, d’altra parte, in un punto qualsiasi dell’Sg_; o del-
I’ Sy—x coesistono, a norma delle (24) e per un opportuno valore
e’ di o, le:

p'at = bikxy

-dalle identita sopra scritte si dedurra che nel punto predetto coe-
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sistono le:
fq=0.

I/ asserto & dunque provato.

Si provera inoltre che gli spazi Sk—, e Sy—k giacciono nell iper-
superficie (13).

Se, infatti, si osserva che devono coesistere le limitazioni (5):

(25) l<k<r,

agevolmente si riconosce che un punto qualsiasi dell’ Sx_; (essendo
k—1=1) o dell’S,_x (essendo r — k=>1) & doppio per qualche
quadrica del sistema (1').

Infine si osservi che un punto base del sistema (1), se non giace
in alcuno degli spazi Sk, e Sr—k, giace pure nell’ ipersupertficie (13).

Invero, il punto suddetto, essendo base del sistema (1), & unito
in ' e quindi (num. 13) esso, se non giacesse nella (13), sarebbe
pure unito in Q, cioé giacerebbe nell’S,_, o nell’S, _,, contro V’ipotesi.

15. - Se si assumono come spazi S,_,, S,—, risp. i seguenti:

Xy =2, =..=x,—, =0, T, =Xy = . =&, = 0y
il sistema lineare, X,, delle quadriche di S§,, che li contengono,
ha 1’ equazione:

(26) huvge, o, = 0 =01, .., k—1Lv=kk+1,..,7)
e percid la dimensione:
«(27) h=kr —k4+1)— 1.

Si pud rapidamente verificare che il sistema ¥, & a matrice in-
determinata e di caratteristica r.

Allo scopo, dapprima si osservi che le quadriche di E,, che
hanno punto doppio in un dato punto, P. non situato in alcuno degli
-spazi S,-, ¢ S,_,, son tutte e sole le quadriche di S,, che conten-
gono glispazi S, e S,_;,,, che da P proiettano risp. I'S,_, e 'S, _,,
indi si osservi che, essendo questi ultimi sghembi, 'S, e I'S,_,,,
‘81 segano in una retta.

(%) Se, infatti, fosse k=1 o k=7, il sistema (1) avrebbe la dimensione
minore di 7, contro I’ipotesi (num. 1).

27
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Allora la dimensione del sistema (lineare) delle quadriche di
2,, che hanno punto doppio in P, & fornita dall’espressione:

r(r + 3) kk+3) (@e—k+1)@EF—k+4)
2 T T2 2 +1

ossia, per la (27), é:
h—r.

Di qui discende subito !’ asserto.
Se, fissato » = 3, si considerano due valori (distinti o mno) k,,
k, di k. soddisfacenti la:

ki+k=1r+1,

si accerta agevolmente che i sistemi 3x,, Zx, son proieftivamente
identici e che i sistemi X,, proiettivamente distinti, che rispondo-
no ai valori (25) di k. son tufti e soli quelli, che rispondomno ai
valori seguenti di k:

(25,) 2<k< g ;
se r & pari, e ai seguenti:

r+1
(25,) 2sk="3",

-~

se r & dispari.

16. - Se il sistema (1'), contrariamente all’ipotesi del num. 3,
possiede almeno un punto base doppio, questo & unico (altrimenti
la varieta ® sarebbe indeterminata) ed altresi doppio per tutte
le quadriche del sistema (1); inversamente, se il sistema (1) possie--
de almeno un punto base doppio, questo & altresi doppio per tutte
le quadriche del sistema (1) e percid (secondo precede) & unmico.

Premesso cid e tenuto presente il num. 15. si conclude:

Nelle ipotesi dei numi. 1, 2 e 12 4l sistema (1) o possiede un unico
punto base doppio o, se le forme V(G =0, 1, ..., r) sor lineari, & uno
dei sistemi I, rispondenti ai valor: (25)) di k, se r & pari. e ai va-
lori (25,), se r é dispari, o infine & uno dei sistemi subordinati dei
precedenti sistemi Z,.

OSSERVAZIONE. ~ I suddetti sistemi X,, escluso, se r & dispari,
il sistema 32,;,, constano ciascuno di quadriche tutte specializzate

(la quadrica éenerica essendo specializzata r — 2k 4 1 volte).
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17, - Se, come suggeriscono le equazioni (26) di X,, si pone:

(28) OYur = Tuy (w=0,1,., k—1;o=k k41, ..,7),

essendo ¢ un arbitrario fattore di proporzionalitha, e s’interpretano
le yuy come coordinate proiettive omogenee di punto in uno spazio
S,, la dimensione k di questo essendo data dalla (27). allora le (28)
rappresentano in S, la varieta di SEGRE, V,,, delle coppie di punti
degli spazi base S;,—, e S,_, di I,.

L’eliminazione delle variabili (indipendenti) xy, x, dalle (28)
conduce a scrivere le:

29  Yuur — Yurur =0 (uFu' =0, 1, ..., k—1; vv'=k, k41, ..., 1),

ossia ad annullare tufti i minori del secondo ordine della matrice:

Yo Yo+ SR Yor
30 Yix Yk s o Yy .
Yi—vi Yk -« o+ Yp—1ay

Le quadriche (29), indipendenti linearmente e in numero di

(i),

individuano un sistema lineare coN—!, £, di cui V, & la varieta
base.

Il sistema 2, & completo (vispetto a V).

Invero, se una quadrica di S,, data dall’equazione:

(31) a*ou0y =0 (u, w=0,1,... k—1;v,0=k, k-+1, .., r; auowo—quounv),

contiene V,,, le (28), sostituite nella (31), la soddisfanno identica-
mente e pertanto devono aver luogo le:

QUIUY — 0, auou’y — . quv'nv,
Allora la (31) diviene:
auvu’u'(yuvy“,v, J— yuv/y“r”) i 0,

e percid la quadrica considerata giace appunto in Z,.
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18. ~ Le argomentazioni del num. 17 trovano un’interessante
applicazione nel caso particolare:
k=2,
nel quale la matrice (30) diviene:
Yoo - - - + Yoo
Yz - - - - Y

Cid posto, si consideri il sistema linease co™?, £, di quadriche

(30

(32) )‘t(yolyll - yl2y01) = 0 (t = 31 47 sy 1'),
subordinato del sistema =,,, indi si osservi che un punto dell’S,,
ciogé dell’S,,_; ambiente, che sia base del sistema =, cioé che an-
nulli i seguenti minori della matrice (30)-

Yor Yo
Ye Yu

ma che non giaceia nell’S,,_;. £, di equazioni:

2r—
Yor = Y2 =0,
annullerd pure tutti i rimanenti minori della matrice (30") e percid
(mum. 17) sara base di 2, ossia giacera nella varieta di SEGRE V,,.
Dunque, la varieta base di = si distribuisce nello spazio p e nella
varieta V.
Ora si assuma in S, un punto, P, che non sia base di X, indi
si consideri il sistema lineare cor—¢, 3p, che P stacca da =.
Siccome la matrice jacobiana di 2, come accertasi direttamente,
non s’annulla nel punto P, questo non & doppio per alcuna qua-
. drica di X e quindi lo spazio (lineare) tangente nel punto P a tutte
le quadriche di Zp & un S,, .
Ebbene, si riscontra (°) che, se P, come ora si supporra, & del

(°) Basta, infatti, accertare I'asserto in una opportuna scelta del punto P.
Scelto, allo scopo, il seguente punto:
P=(o=y=ys=L1 Y= =Yor = Y13 = =¥, = 0),
il sistema Ip, per la (82), ha l'equazione:
”’(yo-zl’lw - yizyoy) =0 (t'=4,5, .., 1),
cosicché lo spazio t ha le equazioni:
Yorr =Yg

Dopo di cid I'asserto si accerta subito algebricamente.
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resto generico in §;, lo spazio T non giace in alcuna quadrica
di 2p.

Segue che il sistema (lineare), =p, che =p segna sopra T, &
pure oo"* e che-gli spazi 6 e © si segano in un S,_,, B’ (ciod®
che essi son indipendenti in §,, altrimenti, essendo § comune a
tutte le quadriche del sistema p e P doppio per tutte le quadri-
che del sistema Sp, lo spazio t sarebbe base del sistema =p,
contro il rilievo sopra occorso).

Pertanto *p & composto con 1'S,_, fisso, che proietta B’ da P,
e con una stella co™* di S,_,, che passano tutti per P.

Dunque !’S; base della stella precedente contiene P, ma esso,
come pud accertarsi (*), non giace mnell’S,_, sopra nominato.

Ora si assuma entro £ una quadrica, @, che non contenga P.

Ebbene, la quadrica ¢, contenendo B‘, taglierd ulteriormente
Sy—1 in un S,—,, $* che, come pud accertarsi (®), differisce da
B, e taglierd I’S; in una quadrica, @* che non giace in B’ (altri-
menti 1’S; giacerebbe mnell’S,_,).

Si conclude, per il primo risultato del num. presente, che ’in-
tersezione dello spazio t e della varietda V(y si distribuisce nello
spazio $* e nella quadrica @*.

19. - Dalla conclusione del n. 18 deducesi:

Tutte le rette, che passano per P e che giacciono nell’S,, son
corde della varieta di Segre V., e, inversamente, una corda di que-
sta, che esca da P, giace nell’S,.

Allora, se si riprende la considerazione del sistema X, (num.
17), la cui dimensione &:

1
5r(r—3),

segue che le quadriche di 2,,, che contengono P, contengono tut-
te I'S;.

() Nella prec. scelta del punto P gli spazi S,—, e S; hanno, infatti, le
equazioni:

Y2 = Y125 Y04 = Y145 s Yor = Yu»
e risp.:

Yu==Yor =Yy ==Y, =0

(8) Nella prec. scelia del punto P P’asserto si accerta, infatti, assumendo
come quadrica Q la seguente:

Yo2¥13 — Y12Yp3 = 0.
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Si osservi, peraltro, che 1’S;, come potrebbe dimostrarsi, & lo
spazio polare di P, rispetto al sistema (lineare), che P stacca da Z,,.
Segue che la matrice jacobiana di =,, ha in P la caratteristica:

2r — b.

Concludendo (num. 16, 17):
La varieta di Segre V., cioé la warieta delle coppie di punii
dell’ S, base e dell’S,_, base del sistema =, (di S,), & la varietd ba-

. Lytres) - . ,
se d’un sistema lineare completo co2" "™ di quadriche (di S,,_,),

composto con una congruenza lineare di S; e a matrice jacobiana
nulla identicamente e di caratteristica 2r — 5.

Pervenuta alla Segreteria dell’U. M I.
il 15 maggio 1966



