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Sulla quantificazione simultanea nelle algèbre cilindriche 

P I E R O M A N G A N I (Firenze) (*) 

Snnto. - In questa nota si mostra conte sia possibile introdurre, m molti 
casij l'operasione di quantificazione simultanea nelle algèbre cilindri
che, e si fanno alcuni confronti fra le algèbre cilindriche e le algèbre 
pohadiche. 

Pre inessa . 

1/algebrizzazione del calcolo dei predicati del primo ordine (con 
o senza identità) ha condotto allô studio di alcune strutture alge-
briche, quali le algèbre cilindriche e le algèbre poliadiche (Cfr. 
[ 2 ] e [ 5 ] ) . 

Ricordiamo che nell'ordinario calcolo dei predicati ogni formula 
contiene un numéro finito di variabili libère, mentre sono stati 
studiati recentemente calcoli con espressioni infinitamente lunghe 
(cfr. [3) e [6]) uei quali certe espressioni contengono unHnfinità di 
variabil i libère ed è possibile quantificare ogni formula rispetto a 
lutte le variabili dalle quali essa effettivamente dipende. Per l'al-
gebrizzazione di alcuni di tali calcoli le algèbre poliadiche appaiono 
un mezzo più adeguato délie algèbre cilindriche. 

Ne l la présente nota, dedicata al confronto fra le algèbre cilindri
che e le algèbre poliadiche sopratutto relativamente alla questione 
dél ia quantificazione simultanea, mostreremo che il « comporta-
mento » dei due tipi di strutture non è, in générale, troppo d iverse 
Lia nostra ricerca sarà di carattere puramente algebrico e quindi 
r inviamo il lettore, per ogni riferimento aile connessioni fra alge-
bra e logica, ai volumi di HADMOS e di K A R P ed alla memoria di 
H E N K I N e T A R S K I . 

Ricordiamo ora alcuni concetti che saranno utili nel seguito: 

Un J algebra cilindrica di dimensione a (brevemente ACa) è un 
sistenia 

< A, Ck, dkX >fc,X<a 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività dei gruppi di ricerca ma-
tematici del C. N. R. per l'anno 1966/67 (Gruppo n. 37). 
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in c u i : 

1) a è u n ord ina le ;> 0 

2) A è u n ' a l g e b r a di B O O L E (il = < <3L, + , • / , 0, 1 > ) e 

dk\e A, per ogni k, X < a. 

3) Ck è, pe r ogni k < a, un quan to re su A. 

4) CkCx = CiCk. 

5) dkk = 1. 

6) Se k, X, ^ < a e k9 X =(= p a l lora d/u = C^cfe^ • d^i). 

7) Se fc, X < a e fc=}=X allora, pe r ogni ase A, Ck{dkx • #) • Ck(dk\ • 
- a;') = 0. 

Se xe A, per « d imensione » di x i n t e n d i a m o 1J i n s i eme Ace di 
tu t t i gl i o rd ina l i & « a) tali che Cicx^=x. 

U n ' a l g e b r a c i l indr ica si d i ra « localmente f ini ta» se, pe r ogni 
xe A) A.e r i su l ta finito. 

Un'algebra poliadica di grado f/. (brevemente AP^) è un sistema 

<A, I, S, C> 

in cu i : 

1) A è u n ' a l g e b r a di B O O L E (A = < <9L + , - , ' , 0, 1 > ) ed i 
è un ins ieme non vuoto di ca rd ina le [A. 

2) S è un ' app l i caz ione da l l a i l ' i n s i e m e degli endornorf ismi 
di A e C è u n a appl icazione da §(I) a l F i n s i e m e dei quan to r i su A. 

3) Se o è T iden t i t à su I a l lora S(8) è l ' i d e n t i t à su A. 

4) Se <T, T e I1 a l lora S(<TT) = S(<T)S(T). 

5) C(0) è il quan to re discreto su A. 

6) C(J [) K)= 0{J)C(K), se J, J C ç I . 

7) Se (7, TSI1 e coincidono su J - J ( J c I ] a l lora 5((7)0(/) = 
= S(t)C(JT). 

8) Se ^e I1 ed è b i ie t t iva su ff-ij(jcj) a l lora C(J}S(a) = 
= iS((r)C(ff-*J). 

(E ut i le t ene re p résen te che, cons iderando I come ins i eme di 
«var iab i l i i nd iv idua l i », S{c), con a 6 i 7 , puô essere pensa t a come 
operazione di sostituzione simultanea e C(J), con J c l come ope-
razione di quantificazione simultanea r ispet to aile va r i ab i l i di J). 

Se <A, I, S, C > è u n ' a l g e b r a poliadica, un e lemento xe A 
si dice « ind ipenden te » da J(J c l ) a l lorchè 0 ( / ) ^ = ^ . 
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<.A, I, S, C > si dice « loca lmente finita» al lorchè, per ogni x 6 A, 
esis te un sot toinsieme cofinito J di 1 taie che x è i nd ipenden te da J . 

No t i amo che sia le a lgèbre pol iadiche sia le a lgèbre c i l indr iche 
associate ai s is temi classici di calcolo dei p red ica t i sono tu t te local
m e n t e f ini te . 

L a s t r u t t u r a di a lgebra pol iadica puô essere a r r icch i ta in mo
do da se rv i r e anche pe r l 'a lgebrizzazione del calcolo dei predica t i 
con iden t i t à . P e r questo in t roduc iamo il concetto di « predicato » 
su di u n a da t a a lgeb ra po l iad ica : se <: A, I , S, C > è un ' a lgeb ra 
pol iad ica ed n è u n ' o r d i n a l e finito ( > 0 ) , un ' app l i caz ione P d i In 

in A t a ie che, se ¢7 e J1, jS(ff)Pitlf ..., 1,.) = ^ ( ^ 1 , •», <**«) si ch iama 
« pred ica to n - a r i o » su < A, I , S, C > , U n predicato b inar io P si 
dice « sos t i tu t ivo » al lorchè : x • P(«, j) < S(i/j)x (1) {i, j e i ; xe A). 

U n predica to b inar io P si dice « riflessivo » al lorchè : P(i, i) = 1, 
p e r ogni i e I 

U n pred ica to b ina r io riflessivo e sost i tut ivo si ch iama « egua
g l i a n z a » . È noto che due eguag l ianze sul la stessa a lgebra pol iadica 
coinoidono. 

Per « algebra poliadica [di grado \t.) con eguaglianza» intendiamo 
ora u n s is tema < A, I , S, C, E> ta ie c h e : 

1) < A, I , S, C> è u n a AP^. 

2) E è u n ' e g u a g l i a n z a su < A, I, S, C > . 

L e più appa r i sceu t i differenze fra le a lgèbre c i l indr iche di di-
m e n s i o n e a e le a lgèbre pol iadiche di grado [A (con Gard a = p) con 
eguag l i anza , s t anno nel fatto che, m e n t r e u n ' a l g e b r a pol iadica 
possiede le operaz ioni d i sost i tuzione e di quant i f icazione simulta
n é e r i spe t to ad ogni ins i eme di var iab i l i , u n ' a l g e b r a c i l indr ica 
n o n è do ta ta di operaz ioni di sost i tuzione (2) e la quant i f icazione 
è def in i ta sol tanto r ispet to a c iascuna var iab i l e . 

(È facile t u t t av ia cont ro l la re che, se < A. I, /S, C, 2 ? > è u n a 
APp con eguagl ianza , o rd ina t i gli e lement i di I in u n a sequenza 
di t ipo o rd ina le a la s t r u t t u r a <A, C*, d n > * , x < a > i n cui C* = 
= C( | «fc | ) e dki = E(ik, i,X r i su l t a u n ' a l g e b r a c i l indr ica di dimen-
s ione a). 

(1) Se a è un «rimpiazzaniento > su / (cioè esistono due elementi i,jel 
lali che oi=j. ak = k se k^=i) indichererao l'endomorfisrao S(o) con il 
sirabolo S(i/j). 

(2) È noto, tuttavia, che in una AC% si puô introdurre, per défini zione, 
una operazione di sostituzione corrispondcnte al «rimpiazzamento » : Cfr., 
ad esempio, HBNKIN [4]. 
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Una conseguenza notevole délie differenze sopra accennate è 
la seguente: ogni algebra poliadica è semisemplice inentre non ogni 
algebra cilindrica lo è (3), 

È noto tuttavia che, nel caso che le algèbre in questione siano 
localmente finite (di dimensione e di grado in finito), esse risultano 
«ostanzialmente équivalent]', poichè anche ogni algebra cilindrica 
puô essere dotata di una struttura di algebra poliadica con egua
glianza. Ci6 significa che i due tipi di algèbre sono ugualmente 
iideguati per l'algebrizzazione dei calcoli classici dei predicati. 

Nella présente nota ci proponiamo di discutere più in générale 
la questione del confronta fra le algèbre cilindriche e le algèbre 
poliadiche, sopratutto riguardo alla questione délia quantificazione 
simultanea. 

1. - Il fatto che in una AG% si chieda la permutabilità di due 
{e quindi di un numéro finito) di quantori risulta naturale da un 
punto di vista logico ed ha come conseguenza che, se ki9 ..., kn 

sono ordinali < a, l'applicazione C di A in se definita da Cx = 
= C^Cki— Ck,tx risulta un quantore su A, di codominio n Ckt(A). 

Ciô mostra come, in una qualsiasi ACa, sia possibile introdurre 
Voperazione di quantificazione simultanea rispetto ad un qualsiasi 
numéro finito di variabili. 

Prima di iniziare il uostro studio vogliamo fare alcune osser-
vazioni per meglio sottolineare il significato délia condizione di 
permutabilità di due quantori in un'algebra cilindrica. 

Sia, per questo, < A, C,, C 2 > una terna in cui: A è un'algebra 
di BOOLE e C,, C2 sono quantori su A. È facile controllare che, 
in générale, fiC^ e CiCy non sono quantori su A (si potrebbe age-
volmente provare che essi risultano sempre operatori di tipo VDD' 
-cfr. [8]), pur esistendo, se C^A) f) Ct(A) è relativamente compléta 
in A, un quantore su A associato appunto a C^A) f| Ct(A). 

Ora si ha: C^Ct e CiCi risultano quantori su A (se e) solo se Cx 

e C2 sono permutabili. 
Se Cx e C2 sono permutabili si controlla con facili calcoli che 

Qfît(= C2C,) è uu quantore su A, di codominio C^A) (\ C^A). 
Siano, viceversa, CXC2 e CiCï quantori su A ; si ha allora: 

C, C?x — C1 CffiCfx> C gC iC tx> C£Qxx, per ogni xeA\; analogamente 

(3) Dire che un'algebra cilindrica (poliadica) è semisemplice significhe 
rà per noi che Pintersezione di tutti gli ideali cilindrici (poliadici) raassi-
mali è | 0 |. Taie significato coïncide tuttavia, per cose ben note, con l'ai-
tro per cui semisemplice équivale, per un'algebra, ad essere piodotto sot-
iodiretto di algèbre seraplici. 
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C%Cxx^ CtC^x, per ogni x e A e percio ClCi = CJCJ. Ovviamente. 
se CJCJ e C2CX sono quantori su A% essi hanno per codominio-
cx[A) n 0,(^). 

Patte queste osservazioni, passiamo a discutere le algèbre cilin
driche localmente finite prima di studiare, nei successivi paragrafir 

il caso générale . 
Sia < A, CK , dk\>k,\<* una ACa localmente finita, e D un 

ins i eme di ordinali < a. Consideriamo l ' insieme (?c di tutti gli 
e lement i x di A tali che C\x = x per ogni A e D. Valgono i seguenti 
risultati: 

i) ®D = n 0\(A) (e quindi (BD è una sottoalgebra di A). 
leD 

ii) <BD è relativamente compléta in A. 

La verifica di i è immediata. Per provare ii si osservi dapprima 
che, essendo la data algebra cilindrica localmente finita. A# è finita 
per ogni xe A e taie è àxf\D- Sia ora o ; e i ed 1= \z\ze<Bn, z>x\-
Proviamo che I ammette minimo, precisamente si ha: m i n J — 
= CVlCV2... Cvx, dove | Vj, v2J ..., vp | = /Hx 0 D. (4) Infatti CVïCVa... 
... Cv x e 7 ed inoltre, se s e J , si ha CVlCV3... C, z>CVlCV2... Cv x, cioè 
s > CVlCV2... Cv as. 

<SD definisce quindi su >1 un quantore CD che possiamo consi-
derare come operazione di quantificazione simultanea rispetto ai le 
variabi l i di D. 

QD sarà chiamato D-centro délia data algebra cilindrica- Se D 
coincide con V ins ieme di tutti gl i ordinali < œ, <BD si indicherà 
con (g e si chiamerà il centro di < A, Ck, dkx >&,?.<«. Se C indica 
il quantore su A associato a (3, la coppia < A, C > è ovviamente 
un'a lgebra monadica e C(A) risulta l ' insieme di tutti gli elementi 
x e A per i quali \x = 0 . 

Da quanto osservato sopra seguono, per le algèbre cil indriche 
localmente finite, queste importanti proprietà: 

a) Sia < > 1 , Ck, dk\>k,\<a una ACa (localmente finita): allora 
ogn i suo idéale cilindrico è un idéale monadico di < J 4 , C > e 
viceversa. 

b) U n ' a l g e b r a cilindrica localmente finita è semplice se e solo 
se il suo centro è l'algebra di BOOLE semplice. 

c) Ogni algebra cilindrica localmente finita è semisemplice. 

(Tralasciamo, per la loro semplicità, le dimostrazioni di a, b, c). 

(4) La permutabilità di un qualunque numéro finito di quantori dell'al-
gebra garantisce che CVlC»2 ... Cv x coincide con CVl CVj ... Cvt x, dove 
[ii9 i2, ..., *p) è una qualunque permulazione di (1, 2, .. , p). 
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Poichè sappiamo che ogni algebra cilindrica semplice, localmente 
finita, di dimensione infinita è rappresentabile come algebra cilin
drica di insiemi (cfr. [4]) segue da c che ogni algebra cilindrica 
localmente finita e di dimensione infinita è (isomorfa ad un) prodotto 
sottodiretto di algèbre cilindriche di insiemi e questo, com'è noto, 
équivale al teorema di completezza per i calcoli classici dei predi
cati del primo ordine. Poichè, inoltre, in un'algebra cilindrica 
localmente finita di dimensione infinita, ogni elemento xe A di-
pende « effettivamente » soltanto da un numéro finito di variabili, 
si puô dimostrare (cfr. [1]) che una taie algebra puô essere dotata 
délia operazione di sostituzione simultanea. Si puô quindi af fer mare, 
efficacemente anche se non in modo rigoroso, che non c'è nessuna 
differenza sostanziale fra le algèbre poliadiche con eguaglianza 
localmente finite di grado in finito e le algèbre cilindiiche di dimen
sione infinita e localmente finite: come già abbiamo osservato 
ambedue i tipi di strutture sono egualmente adeguati per l'alge-
brizzazione dei calcoli classici dei predicati del primo ordine. 

Sappiamo, invece, che non ogni algebra cilindrica di dimensione 
finita è rappresentabile. In queste algèbre non è possibile, in géné
rale, introdurre l'operazione di sostituzione simultanea poichè alcu
ni elementi possono dipendere « effettivamente » da lutte le varia
bili. Per ulteriori discussioni in proposito rinviamo alla memoria 
di H E N K I N e TARSKI |[5]}. 

2. - Se <CA, Ck, dk\>kt\<v. è un'algebra cilindrica non localmente 
finita, le nozioni di centro e di D-centro (oon D insieme di ordinali 
< a) si possono evidentemente ancora introdnrre (si ha ancora, 
ovviamente, per ogni D, (BD = Ç\ G\(A)). 

ieD 
Tuttavia non sarà più, in générale, possibile introdurre opera-

tori di quantificazione simultanea rispetto ad ogni insieme D, poichè 
©i) non risulterà, per ogni D, relativamente compléta in A. 

Supponiamo ora che A sia un'algebra di BOOLE compléta. I n 
tal caso ogni D-centro risulterà relativamente completo in A (essendo 
una sottoalgebra compléta regolare di A) e définira quindi un 
quantore CD su A. Si ha inoltre il seguente: 

TEOREMA 1. - Ordiniamo gli elementi di D in una sequenza 
<fcj>i< p (di tipo ordinale p) e definiamo poi la seguente sequenza 
di applicazioni di A in se: 

Ck*x = Ck0x. 

CKx = CkXCki-ix\ se i è un'ordinale successore { „ _ à 
. / * G XX m 

A 
CKx — Ckji V Ck

3x), se i è un ordinale limite. 
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A 
Se poniamo G*x = V CkiXy per ogni x e A, si ha allora C* = CD . 

t<P 
Noi proveremo, per dimostrare il teorema, che C*x è, per ogni 

x e A, il minirao di tutti gli elementi z e @D tali che z >x, da cui 
seguirà sia che C* = CD sia che C* non dipende dall'ordinamento 
scelto per gli elementi di D. 

(B facile tuttavia controllare direttamente, tenendo conta délia 
permutabilità di due qualsiasi quantori Ck, C\ délia data algebra 
cilindrica, che C* è indipendente dall'ordinamento scelto per gli 
elementi di D). 

Proviamo quindi, in primo luogo, che C*xe<SD* per ogni xeA. 
Basterà verificare che Ck(C*x) = C*a5, qualunque sia keD: ciô si 
controlla facilmeute tenendo conto délia definizione di C* e délie 
proprietà di un quantore. 

Owiarnente C*x>x\ resta quindi da provare che per ogni 
z G (5z> taie che z^>x, si ha z>C*x. Sia z e <BD e z>x: ovvia-
raente CKz > CKx, per ogni i < p, da cui, tenendo conto che CkZ = z 

A 

per ogni keD, segue #;> CKx (per ogni * <p) ed infine z> \J CKx = 
= C*x. I l teorema è cosi provato. 

Yale anche il seguente: 

TEOREMA 2. - Se D e D' sono insiemi di ordinali < a , allora 
CD[)D' = CDCD'-

Taie teorema è un'ovvia conseguenza del teorema 1. 
Quanio abbiamo visto permette di enunciare la seguente pro-

posizione: 
In ogni algebra cilindrica compléta < A, Ck, du.>&,*<« si pos

sono introdurre gli operatori di quantificazione simultanea rispet
to ad ogni insieme D di variabili ; la struttura < A, 1, C, E> in 
cui I è l 'insieme di tutti gli ordinali < a, C è l'applicazione da 
g(I) ail ' insieme dei quantori su A definita da C[D) ~ CD(D^_I) ed 
E è l'applicazione di li in I definita da E(k, ty = dki, risulta 
un ' algebra di quantificazione dotata di elementi »diagonali». 

Osserviamo ora che i risultati ottenuti possono essere geueraliz-
zati considerando algèbre cilindriche <A, Ck, dk\>k,i<<x tali che 
A sia un'algebra di BOOLE Card a-completa (5). È quasi immediato 
infatti controllare che in questa ipotesi i teoremi 1 e 2 continuano 
a, valere: queste algèbre possono quindi essere dotate di tutte le 

(5) Un'algebra di BOOLE A si dice (i-corapleta (con \x cardinale infini 
to) allorchè esisie il suprerao di ogni faraiglia F di elementi di A taie che 
Card F=\L. 
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operazioni di quantificazione simultanea. 

Passiamo ora a discutere il caso générale. 

Sia < A, Ck, dk\>k,i<a un'algebra cilindrica. Sappiamo (Cfr-
[4]) che essa puô essere « immersa » in un' algebra cilindrica 
<ZÂ, Ck, dk\>k,\<* compléta e atomica, uella quale saranno dunque 
definibili le operazioni di quantificazione simultanea. Non è tutta
via taie immersione che qui ci intéressa, in quanta essa, per cosi 
dire, «disturba» al massimo l 'algebra di partenza (l'algebra di 
BOOLE A non risulta, ad esempio, in générale, sottoalgebra regolare 
di A), 

Noi considereremo invece un' altra immersione di < A, Ck, 
dki~>k,x<v Si ha iufatti il seguente: 

TEOREMA 3. - Sia 6L= <A, Ck, dk\>k,\<* un'algebra cilindrica. 
Esistono allora tm'algebra cilindrica compléta €1=<A, Ck, c2fc?.>fc,x<a 
e un monomorfismo o di <9L in <3L tali che: 

i) Â risulta estensione minimale di ?(A), cioè <Ù{A) è densa (e 
quindi regolare) in A. 

ii) Per ogni monomorfismo regolare *\> di 61 in un'algebra ci
lindrica compléta <9L* esiste un monomorfismo p di €L in <9L* taie che 
+ = pcp. 

Per dimostrare il teorema ricordiamo anzitutto che, se A è 
un'algebra di BOOLE, esiste sempre una coppia (Â, cp) taie che A 
è un'algebra di BOOLE compléta, ep è un monomofismo di A in A 
e cp(il) è una sottoalgebra densa di A. 

Una taie coppia (uuica, a meno di isomorfismi) si chiama «com-
plezione» di A. 

Sia ora €1 = <^A, Ck, ^AX>fc,x<« l a data algebra cilindrica e 
(Â, îp) una complezione di A. È ovvio che < <?(A), yCk, ydki^k^a 
risulta un'algebra cilindrica (isomorfa alla data). È noto d'altronde 
(cfr. [7]) che ogni quantore su y(A) puô essere « esteso » in uno ed 
in un solo modo ad un quantore su A. Sia allora Ck l 'estensione 
ad A di oCkik < a): con facili calcoli si prova che, posta ydk\ = dkx, 
la struttura <9L = <L A, Ck, dki >k,\<a risulta un'algebra cilindrica 
(ovviarnente <p risulta un monomorfismo di <9L in <9L). 

Sia ora ^ un monomorfismo regolare di £1 in un'algebra cilin
drica compléta <SL* = < A*, Ck, dk\~>k,\<v.', ^ è anche un mono
morfismo (regolare) di A in A* e quindi (tenendo conto del fatto 
che (il, c?) è una complezione di A) esisterà un monomorfismo re
golare) p di A in JL* taie che ip = pcp. Mostriamo ora che p è anche un 
monomorfismo dell'algebra cilindrica £1 nell'algebra cilindrica (91*. 
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Si ha infatti: 

?dk-> = ?{®dk\) = &dk\ = dki(k, 1 < a). 

Se z e A si ha : 
A 

= V <p«, 
CpJC<3 

da cui 
__ ^ A A _ A 

pCkZ = pCk( V <p«) = p( V C*<px) = p( V fCfcœ) = 

^* ^ * * 
= V pvCkX= V Cfc ĈC = Cfc pS. 

11 teorema è cosï provato. 
La coppia (fiL, cp) sarà chiamata «complezione dell'algebra cilin

drica £1 ». 
È immediato che la complezione di un'algebra cilindrica è 

determinata a meuo di isomorfismi. 
Biïcordando ora i teoremi 1 e 2 si ha che, se £1 è un'algebra 

cilindrica ed (fiL, cp) la sua complezione, fiL puô essere dotata délia 
struttura di un'algebra di quantificazione. 

Possiamo dunque enunciare il seguente: 

COROLLARIO 1 - Ogni algebra cilindrica puô essere immersa 
«regolarmente» in un'algebra cilindrica nella quale sono definibili 
tutte le operazioni di quantificazione simultanea. 

In modo meno preciso ma più espressivo possiamo dire che 
l 'introduzione dei supremi (e quindi degli infimi) délie famiglie 
infinité di elementi di un'algebra cilindrica £1 (da un punto di 
vista logico: l ' introduzione délie operazioni di « congiunzione » 
e « disgiunzione » infinité) permette di definire tutte le operazioni 
di quantificazione simultanea. 

Puô essere di un qualche interesse osservare che, se £t è una 
ACa localmente finita ed (fil, cp) è la sua complezione (6), indi-
cando, per ogni insieme D di ordinali < a, con CD l'operatore di 
quantificazione simultanea definibile in fiL si ha CD*X = WCDX, per 
ogni x e fiL (CD definita sull'algebra localmente finita come al pa
ra grafo 1). 

Per concludere osserviamo che, se £1 = < A, Ck , dk\>k,\<a è 
un' algebra cilindrica compléta o Card a-completa (e quindi in essa 
sono definibili le operazioni di quantificazione simultanea rispetto 

(6) Si osserverà che, in générale, fit non risulterà localmente finita. 
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ad ogni ins ieme D di ord ina l i < a), n o n neces sa r i amen te ogni 
idéale ci l indrico di fiL r i su l t e rà chiuso r i spe t to ad ogni q u a n t o r e 
CD (a taie idéale dovranno a p p a r t e n e r e , p e r questo, i s u p r e m i d i 
cer te famiglie inf ini té di suoi e lementi) . Tu t t av i a u n idéale ci l in
drico compléta o, più in généra le , Card %-completo è chiuso r i spe t to 
ad ogni CD- I l quoziente di fiL r ispet to ad u n taie idéale , r i s u l t a n d o 
u n ' a l g e b r a c i l indr ica compléta o Card a-completa , si puô dotare di 
tu t t e le operazioni di quant i f icazione s i m u l t a n e a e ques te r i s u l t a n o 
le operazioni «quoz ien te» dei quan to r i CD r i spet to al data i d é a l e ; 
più prec i samente , indicato con J un idéale compléta (Card a-com-
pleto) di fiL, si h a c h e : fiL/J" è un ' a lgeb ra c i l indr ica compléta (Card a -
completa) e, se denot iamo con c l 'eplmorf ismo canonico di fiL su fiL/J 
e (per ogni ins ieme D di o rd ina l i < a) cou CD le operaz ioni di q u a n 
tificazione s imul tanea definibi l i in fiL/J, r i su l t a GCD% =^CD<*&, pe r 
ogni x e fiL. 
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