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Su una proprieta caratteristica delle teorie incomplete

RoBERTO MaGARI (Firenze) (*)

Sunto. - Sulla base di alcune semplici osservazioni di carattere algebrico
st dimostra che una leoria ¢ non massimale se e solo se Vinsieme delle
sue tesi é «determinato> dall'insieme delle proposiziont ciascuna delle
quali é in essa o dimostrabile o refutabile.

1. Premessa. Sia T Vinsieme delle tesi di una teoria costruita
in un calcolo logico dato, T I’insieme delle proposizioni refutabili
nella data teoria e conmsideriamo l’insieme T* = T|J T. Potrebbe
sembrare a prima vista che 1’insieme I non risultasse, salvo casi
molto particolari, deferminato una volta dato T* Semplici consi-
derazioni mostrano invece che I resta determinato da T* ogni
volta che la teoria non ¢ massimale (altrimenti detto: ogni volta
che T* non & 1’insieme di futfe le proposizioni del dato calcolo).

Tn questa nota, dopo aver dimostrato con elementari conside-
razioni sulle algebre di BooLe la proprietd ora illustrata ne do
una generalizzazione ai «calcoli generali» introdotti in [4].

2. Sottoalgebre normali di un’algebra di Boole.

In alcune specie di strutture in cui & possibile introdurre con-
venientemente il concetto di nucleo di un omomorfismo si presenta
la segueunte circostanza:

(1). Il nucleo di un omomorfismo di dominio S (dove S & una
struttura della specie data) & una sottostrutiura di S.

E ben noto che la situazione, per le algebre di BooLE, presenta
due importanti differenze dai casi pii consueti. Anzitutto la pre-
senza in esse di due elementi privilegiati «0», «1» porta a defi-
nire «0-nuclei» e «l-nuclei», vale a dire «ideali» e «filtri», in
secondo luogo la (1) non vale. B tuttavia possibile ricondurre la
situazione a schemi consueti mediante le seguenti definizioni:

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca ma-
tematici del C N.R. per ’anno 1465-'66.
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DEr. 1. - Sia A un’algebra di Boole (*) e B una sua sottoalgebra.
B st dira una sottoalgebra mormale di A se e solo se esiste un
tdeale I di A per cui si abbia:

@) B=I1yUI 0.

E ovvio che si otterrebbe una definizione equivalente leggendo
ovunque «filtro» in luogo di «ideale» e viceversa.

Dger. 2. - Siano A, C due algebre di Boole e {f un omomorfismo
da A a C. Si dira nucleo di | Uinsieme N,= f~Y (W), W essendo
la sottoalgebra minima di C (costituita dagli elementi privilegiati
0, 1). (Il termine «nucleo» sara d’ora in poi usato in questo senso,
gli insiemi N;Z:f—’(O) e N;:f—‘(l) saranno detti, come sopra,
«0-nucleo» e «l-nucleo»).

Si vede facilmente che:

Pror. 1. - (Notazioni della def. 2) N, é una soltoalgebra nor-
male di A.

Pror. 2, — Se B & una sottoalgebra normale di A esiste almeno
un omomorfismo f di dominio A con N,= B (basta considerare
Vomomorfismo canonico di A in A/I, dove I & un qualunque ideale
per cui valga la (2).

E ovvio che i concetti proposti avrebbero scarso interesse se
non sussistessero i consueti rapporti fra nuclei e omomorfismi. In
particolare occorre verificare se, data un’algebra di BooLE 4 e un
epimorfismo f di dominio A, esso resti determinato, a meno di
isomorfismi dell’algebra immagine, dal suo nucleo, N,.

Ebbene, il problema ha risposta positiva ogni volta che f non
sia massimale, ogni volta cioé che N, sia diverso da A.

Vale infatti il seguente:

Teor. 1. - Sia A un’algebra di Boole e B una sua sottoalgebra
normale propria, allora esiste (uno e) unm sol ideale I di A per
cut B=1I1I'.

Div. - Siano per assurdo I, I due ideali distinti di 4 per cui
si abbia: o
B=II'=1QTI.

(!) Userd, salvo diverse avvertenze, i simboli <+ s, « - » (eventualmen-
te omesso) per le operazioni reficolari in un’algebra di BooLE, il simbolo
«'»> per la complementazione e i simboli <0, «1» per gli elementi mini-
mo e massimo.

(?) I' sta ovviamente per (o'« ¢ I}.
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Poiche I-}=1T esisterd un elemento x appartenente a un ideale
ma non all’altro, diciamo a I ma non a I (da cui, del resto, risulta
xel’' e quindi «' €I, e analogamente x'¢I). Poiché B & una
sottoalgebra propria di A esisterd almeno un y di 4 con y¢ B
e, essendo I, I ideali, ze I, =’ € f, si ha:

(3,1) xy € 1,
3,2) x'ye L

Dalla (3,2) si ricava x'y € B, per cui vale una delle:
(4,1) x'y e 1,
(4,2) xyel'.

Se vale la (4,1) si trova, tenuto conto della (3,1): y=ay +x'ye I,
contro I'ipotesi che sia y ¢ B. Se vale la (4,2) esserndo y=x'y e
x'ye I’ si trova ye I' (I' & un filtro) ancora contro 1’ipotesi che
sia y ¢ B.

In ogmni caso si giunge quindi a un assurdo, e il teorema &
dimostrato.

B ben noto d’altronde che se A non & 1’algebra semplice essa
ammette pit di un ideale massimale, onde se B = A4 si ha pia di
una scomposizione del tipo (2); si ha cioé:

Se A non & U algebra semplice, condizione necessaria e sufficiente
perché una sua sottoalgebra normale B ammetta un’ unica scompo-
sizione del tipo (2) é che essa sia propria.

Dal teorema 1, tenuto conto dell’analogo risultato per gli 0-nu-
clei e per gli 1-nuclei segue subito il seguente corollario:

Cor. 1. - Se A ¢ un’algebra di Boole e B una sua sottoalgebra
normale propria esiste (uno e), a meno di isomorfismi dell algebra
immagine, un solo epimorfismo di dominio A e nucleo B.

In altri termini si ha la consueta situazione per cui se f;, f;,
rispettivamente da A a C, e da 4 a C,, sono due epimorfismi con
lo stesso nucleo (ma occorre ora chiedere che questo nucleo sia
proprio) & sempre possibile costruire un diagramma commutativo:

/)/>Cl
A f

\f,\Nvj

in cui f sia un isomorfismo.
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Se il nucleo coincide con A questa possibilith sussiste invece
solo se A & semplice {3).

B interessante notare che, quando il aucleo coincide con 4,
pud accadere che non si possa neanche costruire un diagramma
commutativo del tipo:

AN g
g f
\ 4 v
a6 g

in cui f, g siano isomorfismi.

Tale & per esempio il caso, se A & un’algebra infinita dotata
di almeno un atomo, @, f, &€ un omomorfismo avente per l-nucleo
il filtro generato da a e f, ha per L-nucleo un filtro massimale
non principale (ovviamente in un’algebra infinita esistono sempre
filtri massimali non principali). Un simile diagramma si pud sempre
costruire se e solu se il gruppo degli omeomorfismi dello spazio
duale di A & transitivo sui punti dello spazio stesso il che accade,
per esempio, se A & finita o libera.

Ovviamente i concetti introdotti mon permettono di ottenere
risultati che non siano gia ottenibili senza maggiori difficoltad con
riferimento ai consueti concetti di ideale e di filtro, tuttavia potreb-
bero forse permettere semplificazioni linguistiche utili. Per esempio
si pud ora definire in modo ovvio il concetto di successione esatta
di algebre di BooLE (‘).

3. Applicazione ai calcoli logieci.

K facile vedere come dal teorema 1 si deduca il risultato enun-
ciato nella premessa.
Sia £ un calcolo logico (°) ed E l’insieme delle sue espressioni.

(®) Naturalmente le immagini di 4 in due omomorfismi di nucleo 4
sono in ogni caso isomorfe (e semplici).
(4) Ed & facile vedere che valgono ancora certe proprietd elementari,
per esempio:
W-— 4-I. B & esatta se e solo se f & iniettiva,
Al B we esatta se o solo se f & suriettiva,

W essendo I’algebra semplice.
(°) Intendo qui uno dei calcoli classici a due valori, diciamo, per pre-
cisare, uno dei calcoli presentati da E. CasarI in [2].
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Suppongo che £ sia costruito in modo che valga per esso il teorema
di deduzione (%):

Xi—ax—y se e solo se (X|Jix!|)—y (®, ye E, XC E).

E ben noto che se 4 & 1’algebra di LINDENBAUM-TARSKI di £
(ved. ad esempio L. HENKIN [3]) e ¢ Vapplicazione canonica di E
su 4, si ha:

¢z Vy) =9z + ¢y
¢l N\ y) = 9x - oy
o( —1 ) = (px)’

ox = 1 se e solo se x & una fesi

X1—ax se e solo se 9x appartiene al filtro generato da ¢(X) (7).
Da quanto si @ appena ricordato e dal teorema 1, tenuto conto
del fatto che A non & semplice, segue subito il:

TeoRr. 2. - Sia T Vinsieme dei sottoimsiemi propri deduttiva-
mente chiust (%) di E e ¢ 'applicazione di T in 8(E) definita da:

cT={x.xze T oppure —ixe T}, (Te%®).

(8) Questa ipotesi non & sostanzialmente restrittiva, per esempio il cal-
colo dei predicati del primo ordine viene presentato nella letteratura sia
in modo che valga il teorema di deduzione (Cfr. E. CasarI [2]) sia in
modo che questo teorema non valga (Cfr. ad esempio E. W. Beru [1))
ed & facile vedere che i due calcoli ottenuti sono, in un senso non diffi-
cile da precisare, sostanzialmente equivalenti. In ogni caso poi il teorema
vale se ci si limita alle formule chiuse.

(") Cid dipende, oltre che dal teorema di deduzione, dal teorema di fi-
nitezza, il quale vale per i consueti calcoli classici. Il successivo teorema
2 vale tuttavia pilt in generale per tutti quei sistemi deduttivi (sintattici
o semantici) per i quali I’algebra di LiNDENBAUM-TARSKI sia un’algebra
di BooLE, 4, e I’operatore di deduzione del sistema sia trasportato nel-
I’operatore K sui sottoinsiemi di 4 definito da:

IX=nY (Yc4),
YeS

S essendo un opportuno sottoinsieme denso dello spazio duale, S, di 4
(nel caso della finitezza si ha S=§). Gli insiemi deduttivamente chiusi
risultano infatti filtri di 4 anche se §:}: S. Cfr. anche teorema 5 (n. 4).

(8) Ovviamente un insieme & deduttivamente chiuso se e solo se @
I’insieme delle tesi di un’opportuna teoria.
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Allora un elemento T di T & non massimale (°) se e solo se
o YeT)= T\

4. Estensione ai calcoli generali.

I risultati dati possono essere estesi sotfo certe ipotesi a strutture
pit generali dei calcoli logici classici. Mi riferisco qui ai calcoli gene-
rali (C.G.) in cui & introducibile la negazione ([6] parte II) (*°).

Per C.G. con mnegazione (C.G.N.) si intenderd qui (') un sistema
< E, K, —> in cui << B, K> sia un C.G. ridotto non contrad-
dittorio dotato di minimo, 0, e di massimo, 1, in cui sia introduci-
bile la negazione e «—i» sia appunto la (unica) negazione in esso
introducibile.

Omeftto la facile dimostrazione del seguente:

LEI\{MA 1. - Se @_=<E, K, —> & un C.G.N. il sistema
< E, K, — >, in cui K ¢ I’ applicazione di 8\ E) in 3(E) definita da -

(5) KX =—1(K—i(X)) (*) (X< E)

e un C.G.l\{. (lo si dira il duale di @ e lo si indichera con &: ov-
viamente € = @).

B evidente che i chiusi di @ sono precisamente gli insiemi del
tipo —i(X) con X chiuso di @: si diranno i chiusi duali di C.

I concetti di chiuso e di chiuso duale di un C.G.N. costituiscono
un’ovvia generalizzazione dei concetti di filtro e di ideale di
un’algebra di BoorLk. In effefti se A=<4@, +, -, 0, 1> &
un’algebra di BooLkE, il sistema < €, K, ‘>, in cui K & Y opera-
tore che ad ogni softoinsieme X di & associa il filtro da esso gene-
rato, & un C.G N. in cui i chiusi e i chiusi duali sono precisamente
i filtri e gli ideali di A.

La def. 1 si generalizza ora mediante la seguente:

DEF. 8. - Dato un C.G.N. €= < E, K, — >, un sottoinsieme X
di E si dira normale (per C) se esiste un chiuso Y di C per cui:

6) X=7YU—(Y)

(®) in 6 — | B}, rispetto all’inclusione.

(**) In questo numero presuppongo la lettura di [4], [6], [6] e ne ri-
prendo le notazioni.

(1) La stessa locuzione & usata in un senso leggermente diverso da
P. MaNGANI in [7].

(43) Al solito —1 (X) sta, per | —1x 2 e X |.
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Prima di dare una generalizzazione del teor. 1 & opportuno
nofare che valgono le seguenti proposizioni, di immediata dimo-
strazione.

Sia al solito @ = << E, K, — > un C.G.N,, e diciamo duale di un
sottoinsieme X di E 1’insieme —(X) (che si indicherd con X); si ha:

Prop. 3. — I chiusi duali di C sono tutti e soli ¢ duali det chiusi
di @ (come 8i era gio osservato).

Prop. 4 - I chiusi massimali di € sono tutti e soli ¢ duali dei
<chiusi massimali di Q.

Prop. 5. - Indicata con < e (< @) la relazione di ordine parziale
associata a C (a &) (ved. [4] n. 6) si ha:

2<oY se e solo se y<gp= (x, ye E).

Prop. 6. - Se X & un chiuso (un chiuso duale) di @, x ey (y <ex)
e x€ X, allora ye X.

Prop. 7. - Se X & un sottoinsieme normale di E e X =Y|J Y
con Y chiuso proprio di @, sono equivalenti le:

X=E
Y & massimale (nell’insieme dei chiusi propri),

Y & massimale (nell’insieme dei chiusi duali propri).

Infine ricordo che nei C.G.N. i chiusi massimali costituiscono
una base (Cfr. [6], parte 1I, n. 7).

Il teorema 1 pud essere esteso a tutti (e soli, come si vedra
piut oltre) i C.G.N. in cui vale la seguente proposizione:

(°) Se Y, e Y, sono due chiusi mon wmassimali distinti con
Y.z Y, e Y,c2 Y,, allora ad uno dei due appartiene un elemento
x tale che né x né — x appartengono all’ aliro.

Si dimostra ora molto facilmente che:

TEOR. 3. - Se €= < E, K, — > & un C.G.N. in cui vale la (°)
allora ogne suo sottoinsieme normale proprio ammette (una e) una
sola scomposizione del tipo (5).
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Diy. - Sia per assurdo X =Y, Y.=7, U Y, con X sottoin-
sieme normale proprio e Y,, Y, chiusi distinti di @. Ovviamente
sono soddisfatte le ipotesi della (°), onde esisterad un elemento =,
diciamo di Y,, tale che né z né — a appartengono a Y,. Cio
conduce immediatamente a contraddizione perche, se né x né — =
appartengono a Y, né — x nd x appartengono a Y,, onde risulta
x¢ X. D’altra parte xe Y, C X.

Piu interessante & osservare che la (°) & necessaria per la vali.
ditd del teorema, nel senso che:

Tgor. 4. - In ogni C.G.N. < E, K, — > in cui non valga la
{°) almeno un sottoinsieme normale proprio ammetie pin di una
scomposizione del tipo (5).

Dim. - Siano Y,, Y, due chiusi non massimali di < E, K >
cm Y, (2Y,e Y,¢Y, e per ogni x di Y, (Y,) non appartenente
aY, (Y)) sia —xe Y, (—xze Y,) Ne segue subito Y, Y,|J Y, e

Y,C Y, Y,. Da queste segue: ¥, C Y, Y, =Y, ¥,= 7Y, UY,
e analogamente Y, C ¥, U Y,. Dalle inclusioni frovate segue
Y, U Y,.=7, U ¥, da cui il teorema.

Al solito si vede poi facilmente che:

Pror. 8. - Se, in un C.G.N. < E, K, — >, E non si riduce ai
soli elementi 0, 1, E stesso ammelte pits di una scomposizione del
tipo (5).

Dim. - Sia « un elemento di E diverso da 0 e da 1. Anche
—ix sarhd allora diverso da 1 e da 0 (e da «x stesso) (*3). I due
<chiusi K{x} e K|— x| sono certo propri e quindi estendibili a
due chiusi massimali Y,, Y, che risultano distinti. Si ha allora
E=Y U, =Y, Y,.

OSSERVAZIONE. — Potrebbe sorgere il dubbio che la (°) valesse
per tutti i C.G.N.. Che non sia cosi ® mostrato dal seguente esempio.

Sia S un insieme di almeno cinque elementi e siano a, b, ¢, d
quattro suoi elementi’ distinti. Sia S* C §(S) ’insieme costituito
da tutti i sottoinsiemi di S che non «spezzano» le coppie |a, bi,
{e, di (ciogé quei sottoinsiemi X per cui &: X[)|a, b| = @ oppure
X[lta, b} =1la, b}, e analogamente per {c, d}), e inoltre dall’in-
sieme {a, ¢} e dal suo complementars. << S, S*> & base di un
{unico) C. G. concreto duale < 8, S*, K> (ved. [4] nn. 7 e 10) e

(13) Ofr. [6] parte IL.

21
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non & difficile vedere che < 8% K, — > (dove «—» rappresenta
la complementazione insiemistica in S) & un C.G.N.
Y,=8*glia,b}) e Y,=8%[]8(ic, d{) (notazioni di [4]) sono

ovviamente due chiusi non massimali distinti di << S*, K >, e si ha:
YxU Y]'_" YzU ?z'

Sarebbe facile vedere, utilizzando i risultati di [6], che per
ogni CG.N,, €, si pud trovare un insieme S e un sottoinsieme S*
di &(S) tali che @ sia isomorfo alla struttura << S*, K, — > costruita
come sopra e caratterizzare, sulla traccia dell’ esempio dato, i C.G.N.
per cui non vale la (°).

Una importante condizione sufficiente per la validita della (°)
in un C.G.N. < E, K, — > & che:

(°°) in < E, K > siano introducibili, nel senso di [6] parte II,
tulti ¢ connettivi finitar:i (naturalmente, dato che si tratta di un
C.G.N., & sufficiente chiedere, ad esempio, che sia introducibile
la congiunzione).

Si pud anzi dimostrare che:

TeoOR. b. — Se in un C.G.N. < E, K, — > wale la (°°) allora
per ogni coppia Y,, Y, con:

Y., Y, chiusi di < E, K>,

Y, Y,

Y, non massimale,

esiste almeno un elemento x e Y, con ¢ Y,, —x¢ Y,.

DmM. - A norma dei risultati di [6] parte II n. 10 il sistema
A=<E, V, A, —, 0, 1 > () & un’algebra di BooLE, l'insieme
S dei chiusi massimali di << B, K > & un sottoinsieme denso dello.
spazio duale di 4, e si ha:

EX=N7Y (XC B).
Yes
yex

I1 risultato segue allora dal teorema 2, con banali considerazioni
aggiuntive, tenuto conto che i chiusi di < E, K> vengono ad
essere particolari filtri di A. (Cfr. anche nota 7). Una dimostrazione
diretta & la seguente.

Sia y un elemento di Y, non appartenente a Y,. Se —y¢7Y,,

(4) Netazioni di [6].
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y stesso & 1’elemento cercato, sia dunque — ¢ € Y,. Poiché Y, non
& massimale esso & certo estendibile a due chiusi massimali distinti,
Z,, Z,. Si pud certo trovare un elemento # appartenente a Z, ma
non a Z, (n®, quindi, a Y,). Posto =y \/ 2 si ha:

2¢Z, e y¢ Z, da cui x ¢ Z, e infine ¢ Y,,
—i2¢Z dacui —xe=—2/\—1y¢Z e infine —x¢ Y,,

e il teorema & dimostrato.
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