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Dei sistemi lineari di quadriche di Sr 

a matrice jacobiana nul la identicamente 

P I E R O B O N E R A (Bologna) (*) 

N O T A I 

Sunto. - Si ieca V attemione sulla matrice jacobiana del si s tenta e si met-
tono tn luce taïune propriété algeb riche délia matrice, che servono per 
gtwngere a talune propriété geometriche del sistema (1) 

1. - Nello spazio l i nea re S,, r i feri to a coord ina te p ro ie t t i ve 
omogenee xx o x% (i = 0, 1 , . . . , r) di punto , si a s sumano h + 1 > r 
quadr iche i n d i p e n d e n t i l i nea rmen te t r a loro (**): 

afxixk=$ (i, fc = 0, 1, . . . , r; j= 0, 1, ..., /*) 
e, posto: 

fj(x0ixl9 ..., x,) = a)kxtxk, 

si consider i i l s i s tema l inea re oo* : 

(1) Vf, = o 
ind iv idua to dal le quad r i che prede t te . 

Ciô premesso, si supponga che la ma t r i ce funzionale o jaco-
b i ana délie forme f3, cioè che la mat r i ce (di h + 1 r i g h e ed r + 1 
colonne) : 

a/i J = 
\dxi 

sia nu l l a i den t i camen te e di ca ra t te r i s t i ca r. 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Ricerca N. 26 
del Coraitato Nazionale per la Matematica del C .N.R 

(**) In questo lavoro la sominatoria si indica con l'orniai nota scrit-
tura abbreviata 

(1) Cfr., anche per altri riferiraenti bibliografici: 
C. BONFERRONI, Sui sistemi lineari di quadriche la cui jacobiana ha 

dimensione irregolare «R. Ace. Se. Torino», vol. 50, 1914-15. 
L. MURACCHINI, Sulle varietà V5 i cui spazi tangenti ricoprono 

una varietà W di dimensione inferiore alla ordinaria (Parte II), «Riv. 
Mat. Univ. Parma», 3, 75-89 (1952). 

L. DEGOLI, Sui shtemi lineari di quadriche a Jacobiana identicamente 
nulla di caratteristica < r , «Ace. Se. Bologna, Rend.» Série XI , To-
mo X, 1963. 
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Allora sarà nullo identicamente il déterminante (dJ ordine r + 1 ) : 

A, ^ 
dxi 

(q = 0, 1, ..., r - 1 , 0 , 

essendo l uuo qualsiasi dei numeri r , ..., ft, mentre, invece, non 
sarà nullo identicamente uno (almeno) dei minori d'ordine r délia 
matrice / e precisamente, detto cp* (¢:=:0, 1 , ... , r) il complemento 
algebrico di dfijdxi in /±i, non sia nullo identicamente, ad es . , il 
déterminante (d7ordine r) <p\ 

Perciè non sarà nul la identicamente neppure la matrice (di r 
righe ed r + 1 colonne): 

J' = 
doci 

(s = 0. 1, ... , r - 1) . 

2. - Griova per il seguito osservare che, se (corne si supporrà) 
non sono null i identicamente tutti i minori d'ordine r— 1 comuni 
a due qualunque dei determinanti cps (s = 0, 1 , ... , r — 1), anche 
due qualunque di questi non sono null i identicamente. 

Se, invero, fossero null i identicamente, ad es . , cp° e cp1, un 
punto di S,, che non annull i tutti i minori d'ordine r—1 ad 
esei comuni e che del resto sia qualunque, annullerebbe pure <pr(*)i 
che, esseudo uua forma (di grado r) nelle xt, sarebbe quindi nullo 
identicamente, contro Tipotesi. 

Ora si dimostrerà la seguente proposizione, utile più avanti: 
Se uno dei determinanti <ps, ad es. ©°, è nullo identicamente e i 

^minori df ordine r — 1 appartenenh ad r — 1 colonne qualunque di 
cp° son primi tra loro, i determinanti <ol ( ¢ = 1 , 2 , ..., r) (nessuno 
dei quali, per V osservazione premessa, o per ipotesi, è nullo 
identicamente) differiscono tra loro soltanto per fattori costanti 
non nulli. 

Invero, un punto di S,., che annull i uno qualunque dei y1, ad 
es. cp1, ma non tutti i minori d'ordine r — 1 comuni a <p° e a cp1, 
annullerà pure tutti i cpT (T = 2, 3 , . . . , r ) ( 2 ) , che, in conseguenza, 
saranno tutti divisibil i per ogni divisore primo di cp1 (i minori pre-
detti essendo primi tra loro). 

Allora, applicando (colle ovvie necessarie modificazioni) a cia-
scuno dei cpT l 'argomentazione précédente, si è condotti a scrivere 
le seguenti identità (rispetto aile x%): 

(2) ^ = WaPt . ... . pb* (t = 1, 2, ... , r) , 

(2) L. KRONECKER, Werke, 1, Leipzig, 1895, p. 238. 
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essendo a, ..., [i polinomi omogenei irriducibili distinti, at, ..., bt 

interi non negativi (non tutti nulli), soddisfacenti le : 

at+ ... +bt = r t 

ed infine le kl costanti non nulle. 
Per dimostrare l'asserto occorre ora provare che coesistono le : 

(3) a, = ... =at==a, ... , 6, = ... =&,. = &, 

essendo a , ... , b interi non negativi (non tutti nulli) . 
Allô scopo suppongasi che gli at non siano tutti uguali e che, 

ad es., sia a± > 1, precisamente dapprima ¢̂  = 2 . 
Allora sopra l'ipersuperficie (irriducibile) a = 0 coesistono le: 

(4) g ^ = 0 (fc = 0, 1, ..., r ) -

Derivando rispetto ad xk le seguenti r + 1 identità: 

I j ï ' s O (* = 0, 1, ... , r; g = 0, 1, ..., r - 1, l), 

che deduconsi subito dal déterminante Aj (nullo identicamente), 
si ottengono le al tre: 

*6> •**•+§£-•. 
avendo posto, per comodità di scrittura: 

atk = aq -

Essendo <p° = 0 e ricordando le (2),(4), le (5) divengono, 
sopra a = 0 : 

- ^ ^ - 0 (x-2 3 r) 
ex- dx» ~ ° (T ~ *> * "' ' T)> 

che, per ciascuno dei valori ammessi di /c, possono riguardarsi 
corne r + 1 equazioni lineari omogenee nelle r — 1 inoognite 
d^jdxh. 

Ebbene, siccome la matrice (di r + 1 righe ed r — 1 colonne) : 

dfq 
dx* 

(q = 0, 1, ... , r — 1 , l\ T = 2, 3, ... r) 
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non s" annul la nel generico punto délia a = 0, si dedurranno le: 

8CDT 

<4'> h=°> 
cosicchè la a = 0 è componente doppia almeno délie cp T =0, ossia 
è a T > 2 . 

Ora suppongasi ax = 3 . 
Al lora sopra a = 0 coesistono l e : 

(6) £ ^ = ° ( * , P - 0 , i f . . . , r ) . 

Derivando le (5) rispetto a xp, si ottengono le : 

i a * dx* + da* 3K* + dx* dafidx' "' 

le qaali , essendo tp° = 0 e ricordando le (4), (4'), (6), divengono, 
sopra K = 0 : 

dx- dxkdxP K ' ' ' ' 

Procedendo corne nell ' ipotesi a}=2, deducesi che, sopra a—0, 
coesistono l e : 

cosicchè a = 0 è componente tripla almeno délie <pT = 0, ossia è 
a T > 3 . 

Cosï proseguendo, si pu6 ormai concludere che, in ogni caso, 
è a T ^ « i e, analogamente, bT ;> 6, (se gli interi bt non sono tutti 
ugual i ed è 6j > 1). 

Allora, applicando (colle ovvie necessarie modificazioni) a cia-
scuno dei <pT le argomentazioni finora svolte (com' è lecito, essendo 
« T > « I e perciô a T > 1), si conclude che devono coesistere le (3) 
e perciô, grazie aile (2), le: 

(2*) cpf s #a« • ... • p6 (* = 1, 2, ..., r) . 

L'asserto è dunque dimostrato. 

3 . - Si consideri il sistema l ineare oo*-1 di quadriche: 
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subordinato del sistema (1) ed associato alla matrice J' (num. 1). 
Orbene, se un punto x = (x0, xl9 ..., as,) di Sr non annulla la 

matrice (non nulla ideuticamente) J', gli iperpiani polari di x, 
rispetto aile singole quadriche fs = 0, cioè gli iperpiani: 

(7) lx\Xi=0 (t = 0, 1, ..., r), 

si segano nel punto x* di coordinate: 

(8) pië', = T f . 

essendo p un arbitrario fat tore di proporzionalità e: 

cp* = cp'(a;0, xl% ..., xt). 

Premesso ciô, dal num. 2 puô dedursi che, se (corne si suppor-
rà) il sistema (V) è privo di punti base doppi, nessuna délie forme 
cp* (i = 0, 1, ..., r) è nulla identicamente. 

Se, invero, fosse nulla identicamente una délie forme <p% ad 
es. cp°, a norma del num. 2 coesisterebbero le (2*) e perciô anche 
le <p'=}=0 (il punto x non annullando la matrice J7). 

Allora le (8) diverrebbero : 

x'° : x'1 : ... : x'r = 0 ; kl : ... : Ar, 

ossia xf sarebbe indipendente da x e perciô esso sarebbe base 
doppio per il sistema (1'), contro l'ipotesi. 

4. - Griova osservare che V iper superficie (d'ordine r) <p* = 0 è 
il luogo dei punti coniugati delV iper piano art = 0 rispetto aile sin
gole quadriche del sistema (1'). 

Infatti, si considerino gli r punti-vertice délia piramide fon
damentale, opposti alla faccia x% = 0, indi gli iperpiani polari dei 
singoli punti nominati rispetto ad una quadrica qualsiasi del si
stema (1'), cioè gli iperpiani di equazioni: 

xsB=o ( s = o ' i j • • • ' r - i ; t = = ° > x > • • • > ' - 1 ' ' + 1 » • • • > r > -
Allora l'equazione del luogo sopra nominato risulta elimi-

mando le Xs (non tutte nulle) dalle equazioni precedenti e perciô 
sesa è appunto cp* = 0. 



2 6 4 PIERO BONERA 

Ora si consideri il sistema lineare oor di quadriche: 

(li) *V« = 0 (« = 0, 1, ..., r - 1 , l), 

subordinato del sistema (1) e contenente il sistema (1'). 
Posto ciô, si osservi che il punto x, considerato nel num. 3, 

non annullando la matrice J', ossia non giacendo nella varietà 
jacobiana, <t>, del sistema (t1), è doppio per una sola quadrica, Qt, 
del sistema (lt) e che i parametri ~kq di Qt son dati dalle: 

(9) x* : v — 9 so : <^°, 

essendo cp50 il complemento algebrico di cfqjdx* nel déterminante 
&i e : 

Non giacendo il punto x nella varietà 0 , la quadrica Qt non 
giacerà nel sistema (1') e perciô sarà X, =(= 0. 

Supposto (se è possibile) che il punto x, pur non giacendo 
nella varietà <t>, giaccia nell'ipersuperficie tpîo = 0, ossia [usando 
una notazione più semplice (num. 2)] nell'ipersuperficie <p° = 0, 
dalle (9) si dedurranno (essendo X'=j=0) le: 

<p° = 0 (s = 0, 1, ..., r— 1). 

Pertanto un punto di S,, se giace nell'ipersuperficie (p° = 0, 
ma non nella varietà O, giace in tutte le ipersuperficie (d'ordine r) 
cpso = 0, che non siano indeterminate. 

Si puô giungere al risultato précédente anche osservando che 
il punto x, per la proposizione preannunciata in questo num., è 
coniugato dell 'iperpiano a?0 = 0 rispetto ad almeno una quadrica, 
Q, del sistema (1') e che esso, perciô, è coniugato dello stesso iper-
piano rispetto al f'ascio délie due quadriche (necessariamente 
distinte) Q, Qt. Etc.. 

OSSEBVAZIONE. - Le r funzioni omogenee (di grado zéro) nelle xi: 

(10) ^ (» = 0, 1, .... r - 1 ) 

non sono tutte costanti. 
Invero, contrariamente, coesisterebbero le identità: 

cp s 0 === hs<%°, 
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le h% essendo costant i non tu t te nu l le , ed allora, u t i l i zzando op-
p o r t u n a m e n t e l ' i den t i t à A, =s 0, r i su l t a che le q u a d r i c h e : 

/ i = 0, f I = 0 , .. . . / ^ = 0, /-, = 0 

non sarebbero i n d i p e n d e n t i l i nea rmen te . 

5. - Giova r i l eva re pe r il seguito c h e : 

Le ipersuperficie ( d ' o rd ine r) cpl = 0 ( * = 0 , 1, . . . , r) son tutte 
riducibili. 

I n v e r o , se, con t r a r i amen te , fosse i r r iduc ib i l e , ad e s . , l ' i pe r su 
perficie <p° = 0, il pun to gener ico di questa , se giace n e l l a v a r i e t à 
<J>, g iacerebbe in tu t te le ipersuperf ic ie cp* = 0 (t = l , 2, . . . , r) e t 

se, invece, non giace ne l la va r i e tà <t>, g iacerebbe in t u t t e le iper
superficie c p s o = 0 , che non s iano i n d e t e r m i n a t e (num. 4 ) . 

Ne l la p r i m a a l t e rna t iva , le cpe = 0 co inc iderebbe tu t t e con l a 
cp° = 0 (questa essendo i r r iduc ib i le ) e perciô coes is te rebbero le 
i d e n t i t à : 

cp<-A*p0 ( * = 1 , 2, . . . . r ) , 

le k* essendo costant i non nu l l e . 
Segue (num. 3) che il s is tema (!') a v r e b b e un pun to base dop-

pio, contro l ' ipotes i . 
Nel la seconda a l t e rna t iva , le cpâ0 — 0, che non s iano inde te r 

mina te , co inciderebbero tu t te con la cp° = 0 (questa essendo i r r i 
ducibile) e perciô coesisterebbero le i den t i t à : 

&o _ fty> (S __ Q, i ? ... } r — 1), 

le hs essendo costant i (non tu t te nul le) , in cont ras to con 1' Oss. del 
n u m . 4. 

Ino l t r e giova osservare per il segui to c h e : 

Se l ' ipe rsuper f ic ie gener ica o = 0 del s i s tema l i n e a r e : 

(H) m < p ' = 0 (* = 0f 1, . . . , r) 

possîede u n a componen te (mult ipla) at* = 0, essendo a u n a forma 
i r r iduc ib i le e u. un in tero maggiore del l ' uni tà , la a = 0 n o n puô 
esser var iab i le , q u a n d o la «p = 0 descr ive il s is tema (11). 

I n v e r o , con t ra r i amen te , i l luogo descr i t to dal p u n t o gene r i co 
délia 0^ = 0 g iacerebbe ne l l a va r i e t à base del s i s tema (11) (8), che, 
pe r tan to , con te r rebbe la a = 0 (questa essendo i r r i duc ib i l e ) . 

(3) E. BERTJNI, SUI sistemi lineari, Rend. Ist. Lorab., 15 (2), 1880. 
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Dunque la at* — 0 non potrebbe esser variabile al variare 
dé l ia <p = 0 . 

Dall 'osservazione précédente dériva che: 
Se (corne si supporrà) il riferimento proiettivo assunto m S, è 

generico, ogni eventuale componente multipla d'una qualsiasi 
dé l ie ipersuperficie (riducibili) ep* = 0 è componente di tutte le 
r imanent i ed ha per queste multiplicità uguale alla primitiva. 

Segue che le forme <p* non sono prime tra loro. 
Infatti , se ciô non fosse, il punto generico d'una qualsiasi com

ponente av = 0, ad es . , délia <p° = 0 (essendo a una forma irridu
c ib i le e v un intero positivo non nullo) non giacerebbe nel la va
rietà base del sistema (11), cioè nel la varietà <l>, e perciô (num. 4) 
giacerebbe in tutte le cpso = 0, che non siano indeterminate, ed 
inoltre (secondo précède) non potrebbe esser multiplo (cioè dovrebbe 
esser v = 1). 

Pertanto le forme tps0 (s = 0, 1 , . . . , r — 1) differirebbero dalla 
forma cp° soltanto per costanti (non tutte nulle), in coutrasto con 
l'Oss. del num. 4 . 

Se, a norma del risultato précédente, si chiama <t>° il m.c. d. 
{massimo comune divisore) délie forme cp*, si hanno le identità: 

<12) cp* =<J>° • W* (* = 0, 1, . . . , r ) , 

dove le W* son effettive forme (d'ugual grado, prime tra loro), al-
tr imenti le cp* differirebbero tra loro soltanto per costanti non 
nul le , in contrasto con l'ipotesi del num. 3 . 

Ora si osservi che le forme ^ e ^ ° 8 0 n prime tra loro. 
Infatti, se, contrariamente, <P° e W° avessero un divisore comune 

a (non costante), multiplo secondo ^ > 0 per <J>° e secondo |J-2>0 
per W°, la cp° = 0, per la prima délia identità (12), avrebbe la 
-componente multipla 00*1+1*2 = 0 (uj + \*.2 > 2), la quale, per un ri-
l ievo précédente, sarebbe quindi componente di tutte le cp* = 0 
(t = 1, 2, ..., r), cosicchè <ï>° sarebbe divisibile per aM-n>, anzichè 
soltanto per â >. 

Dal l 'osservazione précédente dériva che ogni eventuale compo
nente délia V0 = 0 non puô esser multipla (altrimenti la stessa compo
nente apparterrebbe a tutte le 9' = 0 e perciô alla 4>° = 0) . 

Dopo di ciô, si conclude, a norma d'un risultato del num. 4 , 
che la V0 = 0 è componente di tutte le <pso = 0, che non siano inde
terminate, e quindi che si hanno le identità: 

<12') 0 ,50-030^0 (q = 0, 1, ... , r — 1 , Z), 

l 'u l t ima délie quali si ottiene dalla prima délie (12), osservando 
c h e è <p° = <D1° e ponendo tf>7° = 4>°. 
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OSSERVAZTOKE. - Secondo précède la varietà ^ si distribuisce 
-nelV ipersuperficie : 

<13) <t>° = 0, 

•essendo *° il m.c. d. délie forme <p«, e nelV eventuale iniersezione 
délie ipersuperficie residue Wl = 0 . 

Aggiungasi che l'ipersuperficie (13) non puô esser un iperpiano. 
Se, infatti, T ipersuperficie (13) fosse un iperpiano, coesistereb

bero le identità: 

W° = c&ti (• = <>, 1, ..., r ; g ==<), 1, ..., r - 1, l), 

le c«* essendo costanti non tutte nulle. 
Se, ad es., nou fossero tutte nulle le cqo, l ' identità: 

A i ^ - o , 

<tfie puô dedursi dall 'altra A( = 0, condurrebbe, ricordate le (12) , 
al medesimo assurdo, che si è incontrato nell'Oss. del num. 4 . 

6. - Essendo nullo identicamente il déterminante AM ossia il 
déterminante funzionale délie r + i forme quadriche (num. 1): 

iu) yq = fq(x*, xv, ..., x,) (¢ = 0 , 1 , . . . ^ - 1 , 1 ) , 

dove l è uno qualsiasi dei numeri r, ..., h, ma non essendo nulla 
nel punto x, considerato nel num. 3 , la matrice J', ossia la ma
trice funzionale délie prime r délie forme (14), esisterà un intorno 
ad r dimensioni di x, nel quale la yt è funzione délie y0, yx, ... , 
3/ ._M ossia: 

(15) Vi = F\{y*, 0i , - , 0—i), 

mentre le yQ, y{, ..., ^,._j sou indipendenti funzionalmente. 
Sostituendo aile xi le \xi (X =}= 0) e ponendo X3=fc, la (15), te-

nute presenti le (141, diviene: 

kyl=F,{ky0, kyL, ..., % r _j ) . 

Dunque: la Ft(y0, yl9 ..., «/,_,) è funzione omogenea di primo 
grado délie variabili indipendenti yQ, ^ , ..., t/f._j e perciô Ze 
dFi/dys (s = 0, 1, ..., r — 1) SOM, funzioni omogenee di grado zéro 
délie stesse variabili. 

19 
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7. - Le (14), sostituite nella (15), la soddisfanno identicamente 
rispetto aile x% nell ' intorno di x, considerato nel num. 6, e per-
tanto, derivando rispetto ad x%, si ottengono le identità seguenti: 

Essendo le identità precedenti lineari omogenee nelle: 

dFt dFt 

' - ' dy,-, , - 1 

e supponendo che il punto x non giaccia nell'ipersupeificie cp?0=Or 

si deducono, per Xi — x%, le: 

dFx ls0 

-=* = - ! - (8 = 0, 1, ..., r - 1 , 
2 « . erJO 

avendo posto: 

dFi (dFt\ 

Essendo, per l'ipotesi, cp'°=|=0 e quindi, per 1'ultima délie (12): 

f(- - , dFt (dF{\ 

¢/0 . W°=^iO, 

le ultime uguaglianze possono scriversi, ricordate le (12'): 

(16) ^ = - | = . 
dys * '° 

che serviranno nel seguito. 

8. - I l punto x', dato dalle (8), è distinto dal punto x, se 
questo (corne si supporrà) non è base del sistema (1#). 

Pertanto il punto x', supposto (se è possibile) non situato nella 
varietà 4>, non è base del sistema (T): invero, contrariamente, la 
retta xx' sarebbe coniugata del punto x' rispetto al sistema (!') e 
perciô il punto x' sarebbe doppio per qualche quadrica del siste
ma stesso, ossia giacerebbe nella varietà <t>, contro l'ipotesi. 

Ordunque non sono tutti nulli cosl i valori yq, corne i valori 
y'q assunti risp. in x, x' dalle r + 1 forme quadriche nelle Xi 
(num 1): 

yq = afxixk (i, k = 0, 1, ..., r; g = 0 , 1, .... r — J , 1} 
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Siccome i va lor i a s sun t i dal le p receden t i forme nel pun to mo
bile sul la r e t t a x x', cioè ne l pun to : 

xi = Vlxi + v tx' t , 
son espressi da l l e : 

Vu = v&<? + 2*iv%<*%fâiàfk + Ay\> 

che, essendo x e x' m u t u a m e n t e coniugat i r i spe t to al s i s t ema 
(1,) (4), possono s c r i v e r s i : 

U?) yq = Ayq + Ay'q> 

segue che le yq non sono tu t te nu l l e i den t i camen te r i spe t to ai le v,, v2. 
Ora si osservi che il gener ico pun to x dé l ia r e t t a xx' n o n 

giace ne l la va r i e tà 4> (ivi non giacendo x) e che, p e r t a n t o (num. 6), 
esiste sul la re t ta x x' u n in to rno di x, ne l quale è appl icab i le la (15). 

Al lora le (17), sost i tui te ne l l a (15), la soddisfanno ident ica
mente n e l l ' i n t o r n o suddet to e pe r t an to , de r ivando r i spe t to a cia-
scuna délie v1? v2J si o t tengono le seguen t i iden t i t à ( r ispet to a i le 

dys avj avx 

(18) (s = 0 , 1 , . . . , r - 1 ) 
a^ ^ _ m _ 0 

Se, allora, si cons iderano le iden t i t à (rispetto aile vM v s ) : 

^ = 2 v , ! f f , 

otteimte derivando le (17) rispetto a ciascuna délie v la v,, le (18), 
supposto v, • vs =}= 0, divengono : 

3F, - -

(18') 
»F, -, -, 

(4) Infatti (num. 4) la quadrica del sistema (lj), che ha punto doppio 
in x, non giace nel sistema (1'). 

Di qui deducesi che x G x' son altresï mutuamente coniugati rispetto 
al sistema (1). 
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Siccome (num. 7) il puuto x non giace nell' ipersuperficie 
cp?0 = 0, ivi non giace neppure il generico punto x délia retta xx 
e quindi le (16) sussistouo altresï sostituendo il punto x al punto x. 

Dopo di ciô, le (18'), ove le dFJdy, sian calcolate nel suddetto 
punto x, divengono: 

(19) 
W°yq = 0 , 

Infine si osservi che i primi membri délie (19), essendo forme 
(di ugual grado) nelle coordinate Xi del punto x sopra considerato 
e perciô nelle variabili (non entrambe nulle) v15 v8, son nulli 
identicamente rispetto a queste. 

9. - Se dalle (17) si eliminano le Vj, v2, si è condotti ad annul-
lare la seguente matrice: 

(20) y\ y\ 

y* Vi 

—i Vi 

' . - i y'i 

Supposto (se è possibile) che non sia nullo, ad es., il seguente 
minore : 

D = 
y* Vx 

y'o v\ 

estratto dalle prime due righe délia (20), segue che, délie r + 1 
forme quadriche nelle v,, v2î date dalle (17), le y%, ... , # ,_, , yt 

son combinazioni lineari omogenee a coefficienti costanti délie 
y0, yx (entrambe non nulle identicamente, altrimenti sarebbe D = 0 , 
contro l'ipotesi). 

Ora si considerino le (19) e si supponga che in queste le $>qo 

sian calcolate in un dato punto délia retta xx', ad es. in x, co
sicchè subito deducesi l ' identità (rispetto aile v15 v2): 

ossia, per le (17): 

(21) 

*90tiyq + vly\) = o> 

Wyq = 0 . 

Allora, essendo il primo membro délia (21), per un rilievo 
précédente, una combinazione lineare omogenea a coefficienti 
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costanti délie y$, yl, segue che le due coppie di punti délia retta 
xx : 

vi2/o + y'ly'o = o, 

devono coincidere e perciô che dev'essere D = 0, contro l'ipotesi. 
Si conclude, dunque, che la matrice formata con le prime due 

righe délia (20) dev'essere nulla e quindi, per l=zr, ..., h, che 
dev' essere : 

(22) y'j = cy3 0 = 0, 1, ..., h), 

essendo c una costante non nulla. 

10. - Dalle (22) subito deducesi che le quadriche del sistema 
(1), che passauo per x (o x'), passano tutte per x' (o x). 

Essendo x e x' mutuamente coniugati rispetto al sistema (1), 
segue che le quadriche del sistema (1), che passano per x, conten-
gono tutte la retta xx'. 

Le quadriche suddette non possono contenere tutte un mede-
simo spazio Sd, con d > 1, uscente dal punto x, altrimenti questo 
sarebbe doppio per qualche quadrica del sistema (1') e perciô gia
cerebbe nella varietà <P. contro l'ipotesi. 

Dunque il sistema (1) è composto con una congruenza lineare 
di S , . 

Osservato (num 6) che, per le prime r délie (22), coesistono le: 

? ç = a 0 = 0 , 1 , . . . , , - 1 ) 
dys oys 

e che, se x' non giace nella <^°=:0 (ossia nella <f°= 0), le (16) sussi-
stono altresi sostituendo x' ad x, deduconsi subito le : 

4>'QO = y QQO (2 = 0, 1, ... , r — 1, Z), 

essendo y u n a costante non nulla e <Î>'Q0 = <i>qo (xf
0, ..., x\). 

Allora, per le (9) e le (12'), risulta che la quadrica del sistema 
(lf), che ha punto doppio in x (o in x), ha pure punto doppio in 
x' (o in x). 

Segue che le ooh-*' quadriche del sistema (1), che hanno punto 
doppio in x, contengono tutte la retta xx' corne retta doppia. 

Pervenuta alla Segreteria dell'TJ M . I . 
il 31 maggw 1966. 


