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Reticoli metrici (*)

Fravio PrReEvIALE (Torino)

Riassunto. - S: da una nuova definizione di reticolo metiico, fondata sw
una assiomatizzazione del concetto di diametio di un insieme di punte
di uno spazio metrico. Si mostra come, sotto lu condizione che o i
filtro massimale del reticolo contenga element: dv diometro arbitraria-
mente piccolo, sia possibile conferire all’insieme dei filtr1 massimale di
un reticolo metrico la struttura di uno spazio pseudo-metrico.

Introduzione.

In uno spazio wmetrico, la distanza tra due insiemi di punti
viene usualmente definita come l’estremo inferiore delle mutue
distanze tra i punti dell’uno e dell’altro insieme. Tuttavia essa
risulta esprimibile (in un modo che sembra meglio riflettere il
carattere operativo della nozione stessa) anche prescindendo dalla
nozinne primitéiva di distanza tra due punti, e utilizzando invece
la nozione derivata di diametro di un insieme.

Cid suggerisce la possibilita di introdurre il concetto di spazio
metrico attraverso una opportuna assiomatizzazione del concetto
di diametro. La base di tale assiomatizzazione potra essere costi-
tuita da un generico reticolo dotato di un elemenfo minimo (o pii
in particolare da un’algebra di BoowLg), anzich& dall’insieme dei
softoinsiemi di un certo insieme (di punti).

Tale teoria assiomatica, che conduce alla definizione di reticolo
metrico, & sviluppata nel § 2.

Nel tentativo di verificare che la nozione di reticolo metrico for-
nisce lo strumento idoneo per una trattazione puramente reticolare
della tradizionale geometria metrica, ci si & proposto successiva-
mente, di introdurre nell’insieme dei filiré massimals di un reticolo
metrico una struttura metrica di tipo fradizionale, da poter consi-
derare come indotta dalla struttura metrica del reticolo stesso.

La struttura a cui si & cosl pervenuti risulta essere quella di
uno spazio pseudo-melrico, sotto la condizione che ogni filtro mas-
simale del reticolo contenga elementi di diametro arbitrariamente
piccolo. Tale condizione, con cui si viene in sostanza a richiedere

(*) Liavoro eseguito nell’ambito del gruppo n. 37 del Comitato per la
Matematica del C.N.R. per I’anno 1965-66.
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che gli enti assunti come punti risultino ¢nestes¢ (e mon soltanto
indivisibili), & in realth inutilmente restrittiva, e potrebbe essere
notevolmente indebolita, pur di assumere come insieme dei punti
solo una parte dei filtri massimali del reticolo.

I. - Dato un insieme E, una distanza su E & una funzione d
definiti su E < E e assumente valori reali, soddisfacente alle
seguenti condizioui:

E 1 dir, y) =0

2 dix, y) =20 & equivalente a =y
3 dix. y =dly, x)

4 d(x, z) < d(x, y) + dly, 2).

Il sistema < E. d > si dice spazio melrico con sostegno E e
distanza d.

Se d & funzione a valori reali, definita su E x E, soddisfacente
alle condizioni E. 1, E. 3, E. 4 e inoltre a

E 2 dix, x) =0,
il sistema << E, d > si dice spazio pseudo-metrico.

Dato uno spazio metrico < E, d > e un qualsiasi sottoinsieme
A di E, porremo:

DEF. 1 -~ 3(4)=sup {dx, y)|x€A, y€ A ('), se A non & vuoto,
3(A4) =0, se A & l'insieme vuoto.

¢(A4), che pud essere un numero reale non negativo oppure
+ oo, verra detto il diamelro di A.

Indicato con &(E) I’insieme di tutti i sottoinsiemi di E, con ¢J
il sottoinsieme vuoto di E, con ANB, AU B lintersezione e la riu-
nione degli insiemi A, B, il sistema < 8 E), @, N, U > costituisce
un reticolo dotato di minimo.
§(E) risulta ciod parzialmente ordinato rispetto alla relazione
ANB=A, che denoteremo, secondo 'uso, con A < B, e, rispetto
all’ordinamento parziale cosi definito, @, AnB, AU B sono rispet-
tivamente il minimo elemento di $(E), il massimo elemento C di

(!) Con }z| P(z)| viene indicato 'insieme degli elementi 2 di un certo
insieme ambiente (nel nostro caso I'insieme dei numeri reali), soddisfacenti
alla condizione P(#).

Dato un insieme non vuoto di numeri reali X, con supX, infX si indi-
cano rispett vamente l'esiremo superiore e Uestremo inferiore (eventualmente
infiniti) di X.
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8(E) tale che C<= 4, C < B, il minimo elemento C di §(E) tale che
AcC, BcC (¥

La funzione 8 definita su &(E) soddisfa, per 4, B comunque
variabili in §(E), alle seguenti condizioni:

1.1 34)=>0

1.2 3@)=0

1. 3 A < B implica 3(A) < 3(B)

1. 4 AN Bz g implica 3(A U B) < 3(4) + 3(B).

1.5 Supposto A, B3= (), esiste C€8(E) tale che A n C+ @,

BN CFg, 30) = + oo

Dati due qualunque sottoinsiemi non vuoti 4, B di E. si dice
distanza tra A e B il numero reale non negativo d(4, B) cosi
definito:

Der. 2 - d(4, B)= inf i d(x, y)|x€A, yE€BI.

La distanza d(4, B) tra due insiemi pud tuttavia essere carat-
terizzata senza ricorrere alla funzione d(x, y) definita su E < E,
ma utilizzando esclusivamente la funzione 2(4) definita su §(E).
Si ha infatfi:

1.6 d4, By=inf 13C)|AnCEg,BnCEeg:.

Per provare la precedente uguaglianza, & sufficiente dimostrare
che, dato comunque C < E, tale che AN C @, Bn C4 @, esis-
tono x€ A4, y€ B ftali che d(x, y) <3C), e che viceversa, dati
comunque x € 4, y € B, esiste Cc E taleche A n C=¢, Bn CEQ,
30) < diz, y).

Sia dunque C < E tale che A n C=0, BN C @, e si consi-
derino comunque x € A N C, yc BN C. 8i ha € 4, y € B, e inoltre
{poiche z¢ C, y € C)

diz, y) < sup ldx, y)|x€C, y€ C|=3(C)
Siano d’altronde dati comunque z¢ A4, y€B, e si ponga

C=)x, y! (C & ciod l'insieme costituito dai due singoli elementi
x, y). Si ha ovviamente A n C3 @, Bn C3 @, §(C)=dlx, y)

2, - Dato un generico reticolo dotato di minime § = < P, @,

N, U >, diremo funzione diametro su § una applicazione & di
P nell’insieme R U |+ co} (R sia Pinsieme dei numeri reali),

(!) Si suppongono note le proprietd elemenfari di un reticolo.
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soddisfacente, per x, ¥ comunque variabili in P, alle condizioni:
P.1 dx) =0

P. 2 3(@)=0

P. 3 x <y implica d(x) < 3(y)

P 4 xz Ny 0@ implica dx U y) < 3(x) + S(y)

P Supposto x, y== @, esiste z € P tale che

o

xNz4=0,ynz=0@, 823 + oo
Il sistema < P, @, N, U, 8> verrd detto retscolo metrico (V).

Si counsideri un reticolo metrico < P, @, n, y, o >.
Diremo distanza tra due generici elementi x, y di P, diversi da
@, il numero reale non negativo cosi definito:

Dep. 1" - d(x, y)= inf 13l nz@, ynaz 0.

Si osservi che, in virtu di P. 5, d & effettivamente una funzione
definita sull'intero insieme (P—|{ @IV < (P— @ | ) e a valori
reali (finiti).

In ogni reticolo metrico valgono le seguenti proprieta:

2.1 Supposto x< ', y<y', x 0@, y5 @, si ha d, y) < dl=, y).

DivosTrRAZIONE. - Basta osservare che, sotto le ipotesi del

teorema,sex N 2= @, y N 25= @, si ha pure 2’ N 2@, ¥y’ n 234G,
e applicare la DgF. 1.

2.2 Supposto x, U 2, @, 2, nx; @, » + , oy N2, F= @, si ha
Sz, Umy U - - V&) 3@) + 8a,) + - - A ¥a).

Dim. - Si dimostra per induzione rispetto all’indice n Per
n =2, il teorema si identifica con l’assioma P. 4. Si supponga
vero il teorema per w = m — 1. Si ha allora, sotto le ipotesi del
teorema, con n = m,

a(.’E] U x2 U c U xm) = 8[(xl U x! U ¢ " U mm—l) U xm]é
éa(ml U 2 u--u xm—l) + 8(xm) éa(xl) + S(xz) + ° 0t + 8(”1;:)'

(!) La definizione di reticolo metrico qui introdotta differisce sostanzial-
mente da quella fondata sul concetto di valutazione, riportata ad esempio
in BIRKHOFF, G, Lattice theory, Amer. Math. Soc. Coll. Publ, 1948 pp. 74.78.

Ricordiamo che una valutazione su un reticolo <F N, U>, & una
funzione a valori reali v(x) definita su P, soddisfacente alla condizione
v(x) + v(y) =vi® N y)+ vx U y)

La funzione &(x) non & ovviamente in generale una valutazione.
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2.3 Supposto x, y3= . si ha 3@ U y) < 3(x) + d(x.y) + &(1).

Dim. - Sotto le ipotesi del teorema, la classe degli elementi

z€P tali che x N 2@, y n 23 @ non & vuota. Per ciascun ele-
mento di tale classe si ha (teor. 2.2):

3z U y)<3x Uy 2 <3x)+ 3y) + 3(2). Applicando allora la DEF.
1, si oftiene d(x U y) < 3(x) + 3iy) + d(z, y).

2.4 Supposto x,, x,, - - , 2,F @, st ha
8(xl U Z, U - U x,,)ga(x,) + 3(1,) + .. S:xn) +d(x1 ’xz)‘+ . d(x"-pxn)‘

Dim - Si dimostra per induzione rispetto all’indice n. Per
n =2, il teorema si identifica con il teor. 2.3.

Si supponga vero il teorema per » = m-1. Si ha allora, sotto
le ipotesi del teorema, con » = m,

a(xl Ux, U .- U xm)é
S, Uuxyc s Uz, +3x,)+dx, Uz, U v s U Xy, xz,) =<
3@y + 8(,) + -+ ¢ 3@, -) - Ay, ) + -0+ d@Xp—y, ) +
+ 3x,) + dxm—,. 2,),

essendo, per il teor. 2.1, d(x, Uz, U + - U 2, —y, ) Z dlx,,—,, @

m "

2.5 Supposto x, y, 2= @, si ha

dlz, 2) < d(x, y) + 3y) + d(y, 2).

DiyM. - Siano #, v due qualsiasi elementi di P tali che

zNuzk=0, ynufd, ynofE@, z2nv=Q.

Applicando la DEr. 1’ e il teor. 2.2, si ottiene
dix, 2)<u Uy U v)<8wu)+ 3(y) + 3(v); da cui, ancora per la

DEr. 1, d(x, 2) < d(z, y) + 3y) + d(y, 2).
2.6 Supposto x,, x,, -, x. = @, si ha

d(x,,, xn)é d(xos a71) + d(wln mz) + -+ d(xn—n x,) +
+ 8(x)) + -« 4 3.y

Dry. - Si dimostra per induzione rispetto all’indice #. Per
n = 2, il teorema si identifica con il teor. 2.5.

Si supponga vero il teorema per # = m-1. Si ha allora, sotto
le ipotesi del teorema, con n = m

b
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d(xo’ xm) é d(xo’ x!}l—l) + d(xm—l xm) + 8(xm"‘l) é
é d(wo’ xl) + .t + d(xm—z’ mm—)) + 8(xl) + ¢ + s(xm—z) +
+ d(x,,,_, ’ x"l) + 6(wm—))‘
3. - Dato un reticolo dotato di minimo §=<F, @, n, U >,

un filtro massimale di & & una qunlunque sottoclasse mon vuota
di P, F, soddisfacenti alle seguenti quattro condizioni:

F.1 @¢F

F. 2 x€F, yeF implicano x N y€F

F. 3 x€F, x <y implicano y € F

| F mon & sottoinsieme proprio di alcun’alira sottoclasse di

P soddisfacente o F.1-F.3.

Sia ora <P, @, N, U, 8> un reticolo metrico soddisfacente
alle seguente condizione:
(x) Prefissati comunque un numero reale positivo < e wun filtro
massimale di § = <P, @, N, Y >, X, esiste un elemento x¢ X,
tale che 3(x) < «.

Indicato con ® l'insieme dei filtri massimali di §, definiamo
su @ >< @ la seguente funzione:

DEr. 2' - D(X, Y)= sup jd(x, y)|x€ X, y€Y}|.

D(X, Y) assume soltanto valori finiti. Presi infatti elementi
2’ €X, y' €Y tali che 3(x') < + o<, 3(y’) < + oc, e posto 2’ =x'Uy/,
si avra 3(2) < 8x') 4 d(x', ¥) + 3(y) < + oo. D’altra parte, per
«eX, yeY,sihain ogni caso « N2z'4=@, yN2'3=0 e percid per la Def. 1,
d(x, y) < 3(2). Ne risulta immediatamente D(X, Y) < 3(') << + oo.

TeoreMA. 1 - D soddisfa alle condizioni E.1, B3, E4 del § 1.

DiM. - E.1 e E.3 sono ovviamente soddisfatte. B.4 si dimostra
osservando che, in virti del teor. 2.5 e delle definizioni introdotte,
si ha, per x€ X, y€ Y, 2€Z arbitrari,

d(@, 2) < d@, y) + d(y, #) + 3y) < DX, Y)+ D(Y, Z) + ¥(y), donde,
potendosi avere &(y) <., con e positivo arbitrario,

d(z, 2) < DX, Y)+ D(Y, Z),

D(X, )< DX, Y)+ D(Y, 2).

TeorEMA 2. - La relazione binaria definita su ® da D(X, Y) =0
¢ una relazione di equivalemza, cioé & riflessiva, simmelrica,
transitiva. Inoltre (X, Y)=D(U, V)=0 implica D(X, U)y=D(Y, V).

Dim. i) D(X, X)=0. Infatti, supposto xze X, si ha anzitutto
d(x, x) = inf {2@)]x N 23 @ | =0, poich®, per (x), si pud trovare
ze X tale che x Nz (J, 82) < e, con ¢ positivo piccolo a piacere.
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D’altronde, per x€ X, y€ X, si ha « N ye X, dunque, per la
precedente osservazione e per il teor. 2.1,

dx, N=<dlxnNy xny)=0. Ne segue

DX, X) = sup |d(x, y)|2€X, y€X|=0.

ii) DX, Y)=0 implica D(Y, X)=0. Cido & una conseguenza
immediata del Teor. 1 (E.3).

iii) DX, Y) = D(Y, Z) =0 implica D(X, Z) = 0. Anche questa
& una conseguenza immediata del Tror. 1 (E.4).

iv) Poiché per il Teor. I, DX, U)<D(X. Y)+ D(Y, V) +

+D(U, V), supposto D(X, Y)=D(U, V)=0, si ha D(X, U)<ID(Y, V).

Analogamente DY, V) < D(X, U). Cid prova che D(X, Y)=
=D(U, V)=0 implica (X, U) = D(Y, V).

I precedenti teoremi provano che il sistema < ®, D> & uno
spazio pseudo-metrico.

Si pud poi ottenere uno spazio metrico nel seguente modo.

La relazione D(X, Y) =0 induce una suddivisione dell’insieme
® in classi di equivalenza. Si indichi con X’ la classe di equiva-
lenza contenente X, e con @' l'insieme di tutte le classi di equi-
valenza contenenti elementi di ®.

Ovviamente P’applicazione D' di @’ > @' nell’insieme dei nu-
meri reali, definita da D'(X’, Y) = D(X, Y) & una distanza su @'
11 sistema < @', D'> & ciod uno spazio metrico.

4, - Sia <P, @, N, U, 8> un reticolo metrico soddisfacente
alla condizione (x) del § precedente. Tenendo presente la DEr. 1
del § 1, poniamo, avendo indicato con Y, Z generici filtri massi-
mali del reticolo:

Drr. 3. - A(x) = sup { DY, Z2)|x€ Y, x€2Z}.
Si ha in generale A (x) < 3(x). Infatti, posto x € Y, x € Z, y € Y, 2€ Z,
si ha anzitutto x Ny4=@, 2 N 2@, quindi successivamente

diy, 2) = inf |3@) |2 Nyq, Nz 0t < ¥3x)
D(Y, Z) = sup | d(y, ) |ly€ Y, 2€Z| < 3x)

A@)= sup | D(Y, Z)|x€Y, x€Z < ¥x).
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Non si ha tuttavia in generale A(x) = 3(x), come si vede dal
seguente semplice esempio.

Si consideri nel piano cartesiano la famiglia di cerchi aventi
centro (@, b) con a?®+4 b*<<1, e raggio minore o uguale a
1 — Va*+ b e sia P la classe delle intersezioni e riunioni finite
di tali cerchi

Detto y il cerchio di centro (0, 0) e raggio 1, si ponga, per
ogni 2 € P, con 2=y, (z) uguale al diametro euclideo di z (vedi
DEvr. 1), e si ponga 3(y) = 3.

Detto (J Vinsieme vuoto, e N, U le operazioni di intersezione
e riunione fra insiemi, & immediato verificare che <P. @, n, U,8>

& un reticolo metrico soddisfacente alla condizione (x) del § 3.
Tuttavia 3(y)=A(y) =2.

Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M 1.
4l 256 marzo 1966



