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Immersione di nu reticolo distributivo finito tiel reticolo 
degli interî rispetto alla dîvisione 

FEDERICO BARTOLOZZI (a Palermo) 

Suuto. - Si dimostra, per via elementare, che ogni reticolo distributivo 
finito è isomorfo a un subreticolo del reticolo formato dagli interi 
positivi quando corne *unione» e «intersezione» di due interi positivi 
si assumono rispettivamente il loro minimo comune multiplo ed il loro 
massimo comun divisore. 

1. - I l teorema di rappresentazione qui ottenuto per i reticoli 
distributivi finiti è deducibile da un teorema di rappresentazione 
noto, essendo un corollario del Teorema 6 dei volume di G. BIRKHOFF 

([1], p. 140) il quale asserisce che: «Ogni reticolo distributivo 
finito è isomorfo a un subreticolo del prodotto diretto di n copie 
di 2». 

Abbiamo tuttavia ritenuto non del tutto superfluo pubblicare 
questa nota, per due motivi. In primo luogo, la dimostrazione da 
noi data, essendo di carattere affatto elementare, puô avère qualche 
interesse didattico. In secondo luogo, la nostra dimostrazione, che 
ha carattere costruttivo, dice qualcosa di più di quanto è noto, 
giacché fa vedere corne a rappresentare i reticoli distributivi finiti 
sia sufficiente una certa classe di subretic^li del reticolo degli 
interi rispetto alla divisione (subreticoli che si potrebbero chia* 
mare « regolari » in analogia col teorema di CA.YL.EY per la rap­
presentazione dei gruppi finiti, per il quale è sufficiente appunto 
considerare i sottogruppi regolari dei gruppi simmetrici finiti). 

2. - Nell'insieme, N, dei numeri interi positivi, la relazione 

a/6 (a divide b) 

definisce in N un ordinamento parziale; anzl, dati due iuteri 
(positivi (')), x e y, esistono un loro minimo comune maggiorante 
ed un loro massimo comune minorante rispetto alla relazione 
d'ordine « / » che sono, precisamente, il loro minimo comune mul­
tiplo (m.c.m.) ed il loro massimo comune divisore (M.CD.). 

(') Qaest'aggattivo sarà d'ora in poi sottointeso. 
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Pertanto, a norma di un teorema générale (v. Lombardo Eadice 
L. [2]) alla relazione d'ordine « / » definita in N è associata una 
struttura di reticolo di N. ottenuta ponendo 

x[)y = m.c.m. (x, y) = [x, y] 

xÇ\y = M.O.D. {x, y) = (x, y). 

Il reticolo cosï definito, che chiameremo «reticolo degli interi 
rispetto alla divisione», e che denoteremo con il simbolo Ndi è 
distributivo. 

L'asserzione puô essere facilmente provata verificando la vali-
dità di una délie leggi distributive: 

A ) xç\{y[)z) = (x(\y)\)(x(\z) 

Bt) x\)(yÇ\z) = (x\)y)Ç\{x\)z) 

quali che siano xy y, z in N (v. Lombardo Radice L. [2]). 
Nel seguito, per6, ci avvarremo di una diversa definizione di 

reticolo distributivo (2): un reticolo è distributivo se e solo se non 
possiede subreticoli aventi uno dei due seguenti diagrammi: 

w i 

Poichè ogni subreticolo di un reticolo distributivo è, a sua 
volta, distributivo, avremo in particolare che: * subreticoli finiti 
di Nd sono distributivi, 

È possibile invertire questa proposizione nel senso del teorema 
che passiamo ad enunciare ed a dimostrare. 

3. - TEOREMA: Assegnato comunque un reticolo distributivo fi­
nito, Rd, esiste sempre (almeno) un subreticolo, R'd, di Nd isomor­
fo a Rd. 

DIM. - Osserviamo dapprima che, essendo Rd finito: 

i) Rd possiede un minimo assoluto, o, ed un massimo assoluto 
I rispettivamente intersezione e unione di tutti gli elementi di Rd): 

(ê) Equivalente alla précédente, v. [2]. 
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ii) Rd ha dimensione finita, n, cioè n — 1 è il numéro dei 
tratti di ogni catena avente per estremi I e o (per il teorema di 
JORDAN, valido in un reticolo che sia soltanto semimodulare, in 
Rd le catene limitate complète aventi gli stessi estremi hanno la 
medesima lunghezza (v. [2])), 

iii) gli elementi di Rd possono essere suddivisi in n classi, a 
seconda délia loro dimensione relativa sopra lo o, ponendo in una 
stessa classe gli elementi che hanno una medesima dimensione i 
sopra 0 (i = 0, 1, 2, ..., n — 1). 

Chiameremo elementi di livello i gli elementi aventi dimensione 
i sopra 0; gli elementi di livello 1 (cioè gli elementi che coprono 
0) si chiamano, con notazione ordinaria, atomi. 

Ci6 premesso, un subreticolo R'd di Nd isomorfo a Rdt sarà da 
noi ottenuto in modo costruttivo. 

Anzitutto. facciamo corrispondere a o il numéro 1, agli atomî 
Ax, Az, ..., Ah i primi h numeri primi: pl = 2, p% = 3, ... , pb. 

Passiamo alla rappresentazione degli elementi di livello due 
di Rd. A questo scopo osserviamo che per un elemento qualsiasî 
B di livello due si possono presentare solo due casi: o B copre 
un solo atomo il, o B copre due atomi Ah e Ah. Infatti, B non 
pub coprire tre (o piùï atomi, altrimenti Rd conterebbe un subre­
ticolo del tipo escluso (b). ~Ne\ primo caso facciamo corrispondere 
a B il prodotto di p , , atomo di Nd immagine di A, per il numéro 
primo itnmediatamente successivo a quelli già utilizzati per rap-
presentare gli atomi di Rd\ nel secoado caso, facciamo corrispon­
dere a B Punione, pApfc, dei due atomi di Nd corrispondenti ai due 
atomi Ak e A& di Rd . 

In tal modo, abbiamo costruito una rappresentazione T8, fino 
al livello 2, di Rd in Ndi avendo asseguato le immagini in Nd 

degli elementi di Rd di livello 0, 1, 2. 

B subito visto che T2 è un isomorfismo di Rd Jiu Nd sino al 
livello due, più precisamente: a) la immagine délia intersezione 
di due elementi di Rd di livello < 2 è la intersezione délie loro 
immagini in Nd: b) se Punione di due elementi di livello < 1 di 
Rd è ancora un elemento di livello < :2 di Rd, Pimtnagine in Nd 

délia unione è Tunione délie immagini; c) la rappresentazione 
T2 conserva la relazione di copertiira, cioè T% (B) copre T2 (A) in 
Nd se e solo se B copre A in Rd\ d) le immagini di elementi di 
Rd sono numeri « liberi da quadrato». 
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Proced iamo o ra pe r induzione , supponendo assegua ta u n a 
rappresen taz ione Tx di Rd in Nd sino al l ivello i, taie che Tt(A) = 
= T{_xiA) se A è di l ivello < *. 

Supponiamo ino l t r e che T{ sia un isomorfismo sino al l ivel lo * di 
Rd in Nd pe r cui va lgono le p ropr i e t à a) ... d) quando in esse si 
sosti tuisca il n u m é r o i a l n u m é r o 2 (e a l lora i — 1 a 1). P e r 
es tendere la r app resen taz ione T, al l ivello i + 1, dobbiamo assegna-
re le immag in i , i n Nd, degli e lement i di l ivel lo i+ 1 di Rd. 

Preme t t i amo u n a osservazione. 
Sia Li4_, u n e lemento di l ivel lo i+1 di Rd che copre i t r e 

e lement i d is t in t i LiA, I*i#% Li,3 di l ivello * di Rd\ le in te r sez ion i 
due a due di de t t i t r e e lement i devono a l lora essere t r e e lement i 
dis t int i di l ivel lo i — 1: 
Li—1,3 = Li,i n £ i ,2 ï Li—1,2 = Tji,\ fl jCijS; Li—1,1 = Lii2 0 Li^ • 

Infa t t i , l ' in tersezione, ad es . , di LiA e Li,2 deve essere coperti* 
dai due e l ement i stessi perché essi sono coper t i da l la loro u n i o n e 
Li+i (3); pe r tan to , de t ta in tersezione deve essere u n e lemento di 
l ivello i — 1. 

I t re e l ement i Lij (j'= 1, 2, 3) non possono poi copr i re u n 
medesimo e lemento di l ivel lo i — 1, loro comune in te rsez ione , 
perché, in tal caso, si av rebbe in Rd u n subret icolo del t ipo 
escluso (6). 

Pass iamo aile i m m a g i n i L^ = T^Li^) in Nd. 

P e r ipotesi i ndu t t i va , Tt è un isomorf i rmo sino al l ivel lo *, e si 
ha q u i n d i : 

ed inol t re 

Hi = [dt, dt]\ L'i)2 = [dn d3] ; L/f8 = [d„ d j . 

Pon iamo a l lora : 

Li+1 = mA,L'it2\c). 

L a posizione fat ta n o n d ipende , corne fac i lmente si puo verif i-
care, dal la par t i co la re scelta degl i e lement i L\ 1 (j = 1, 2, 3) di Nd 

coperti da L J + 1 ; infat t i , L'i+l è d ivis ib i le pe r dx e d2, d iv isor i 

(3) Si ricordi che un reticolo distributivo è, in particolare, sottomodu-
lare (v. [2]). 

(4) Osserviarao che L't-+A è di livello i-h i in Nd, perché, attesa la 
sopraraodiilarità di Nd, deve coprire L\. 4 e L\-, 2. 
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rispettivamente di L'ij2 e i j , , perciô L ; + l è divisibile anche per 
irj>a = [d,, ds] (5); anzi, ZrJ+1, di livello * + 1, copre LJ>S, di livello 
i, e quindi necessariamente: 

L'osservazioue ora fatta rende legittima la seguente estensione 
Ti+1 délia rappresentazione T, sino al livello i + 1: 

I) a un elemento Ll+1 di livello « + 1 di Rd che copre due 
o più elementi di Rd di livello *, si faccia corrispondere il m.cm. 
délie immagini di due qualunque, Liv. L1fk, degli elementi di 
livello i da esso coperti; 

II) a un elemento Lt+l di livello i + 1 di Rd, che copre un 
solo elemento Lt di livello i, si faccia corrispondere il prodotto 
del numéro Li, inmagine di Lt in Tt, per il più piccolo dei 
numeri primi che non compaiono corne fattori nelle immagini di 
elementi di Rd precedentemente assegnate. 

T1+l soddisfa le proprietà c) e d). 

La d) è senz'altro évidente. 

Quanto alla c), osservinmo che, nel caso II), _L-+1 copre l'unico 
elemento LJ di livello i in esso contenuto, pei chè si ottiene da L\ mol-
tiplicandolo per un numéro primo; nel caso I), perche L'iyl e L\2 

coprono, per l'ipotesi induttiva, la loro intersezione, quindi 
L'i+l = [L'itli L'i2\ copre L'ix e L'it2 e cosï gli eventuali al tri elemen­
ti di livello i in esso contenuti. 

Tthl soddisfa la proprietà b). Infatti, se A{ e JB, sono elementi 
distinti di livello i in Rd e AiVBt è di livello i + 1, allora (At[)B,)' 
in Nd è di livello i + 1 e copre Al e B\, essendo, per I), il m.cm. 
(Al. B't). 

Ê allora (At\jB,)' = AiUB'i. 

Se poi A e B sono elementi distinti di livello <; i in Rd e A U B 
è di livello * + 1, esisteranno (6) (almeno) due elementi 
Ai>A, Bi^B di livello i coperti da A[)B tali che A\JB =Al[)Bi. 

In Nd avremo allora, al livello i + 1, U U B)' = ( i .UB,) ' = 
= ^ U - B ' , ; infatti U .U^ , ) ' copre sia ^L't che JB',, quindi a (i.Ufi,)' 
associamo, per 1), il m.cm. (A\, JB',). 

(5) gioca in questa asserzione il fatto che d{ e d.2 sono elementi distinti 
di livello * — 1 contenuti in L',-, 3. 
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Basterà far vedere quindi che 

A'UB' = A\\}B\. 

Ora, si ha in Nd: A\\) B\ = (A[)At)'V(B\) B<y = (A'\)A'i)\J 
U J B ' U F J - ^ ' U B Î U ^ U B ' J , cioè: A' U B' < A\ U B\ quindi 
A\\)B\ = k(A'U B') con k oppoituno intero. 

Attualmente è k = 1, altrimenti A'\)B* sarebbe un divisore 
pronrio di A',\)B'i, cinè A' [) B' sai'ebbe di livello < i + 1, quindi, 
per l'ipotesi induttiva, A'UB' = (A[)B)' e (A[)B)' sarebbe di livello 
< i + l, il che è in contrasto coll'osservazione prima fatta, e cioè 
che, in virtù délia I), il livello di (AU B)' = (A^B,)' ô * + 1. 

La proprietà b) è cosi dimostrata. 
Resta da verificare la proprietà a). 
A questo scopo basterà considerare due elementi distinti Ai+l)Bl+l 

di livello i + 1 di Rd e verificare che la immagine (Ai+i HjBi+i)' 
in Nd délia loro intersezione in Rd é il M.CD. (A'i^_1, B'i+l). 

Se A^^aB^ è di livello i in Rd, l'elemento (Ai+l(]Bi+iy di 
Nd è auch'esso di livello * in Nd; essendo poi (Ai+lf\Bi+J)' coperto 
tanto da /l'f-+1 che da B\^_1} l'elemento (Ai+1r\Bi^l)' è uecessaria-
mente il M.C.D. (4' î + 1 ,£ ' ï + 1 ) . 

Se poi Ai+lfiBi^l è di livello <i in # d , esisteranno (almeno) 
due elementi distinti Ar, Bt di livello i, coperti rispeUivamente da 
^i + i, £ ,+, , tali che A1+l fi JB / + 1 = i4z fii*,-. Per l'ipotesi indutt ivasi ha: 

d) ( A * + 1 n J W = W.• n A)' = ii#f- n B'<. 

Se, in Rd, AtA_1 e 5 t + 1 coprono soltanto gli elementi Ai e Bt, è 
•A*%*-\ =PÏA\, B'i+t = q^B\ (pï. g, numeri piimi distinti), 
quindi M.C.D. (A'i^XiB\^)= M.C.D. (A\, B\) e: 

(Ai+Ï (\Bi+iY = (A'i{\B\) = A'{+lnB'l+l. 

Puô pero avveuire che 4,-+,, 2?,+ l , in i2d, coprano più elemen­
ti di livello é (oltre com'è ovvio, iid At e JB(, per i quali, in iVd, 
\ aie sempte la (l)). 

Siano. per fissare le idée, Â^ A{
 e Bt=^=Bf due altri elementi 

di livello i coperti da 4,+, e £,+*, rispettivnmente. 
Allora, in Nd, poichè A'i+l deve coprire A'i.A'i+i differisce da 

A'i solamente per un fattore primo qt che entra nella rappresen­
tazione di A'i. 

(6) ciô perche una oatena compléta rli estremi A e A fi B deve avère 
corne dimensione la differenza tra il livello di A e quello di A (J B. 

13 
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Aniloçaraente. B'fhl differisce da B'f solamente per un fattore 
primo q, che entra nella rappresentazione di B\-. 

Osserviamo che qr;, distinto da ciascun fattore (primo) che en­
tra nella rappresentazione di A',, è iu particolare distinto da ciascun 
fattore (primo) che entra in (A',, B%); analogamente, g,-, distinto 
da ciascun fattore (primo) che entra nella rappresentazione di B'{, 
è in particolare diverso da ciascun fattore (primo) che compare 
in (A'i, B'f). Dimostriamo ora che g(:4=<?,-; dopo di che sarà dimo-
strato che (4 ' i 4 1 , B\^) = (A'i, B't). 

Due casi possono presentarsi in Rd: 

o ÂinBi = AiOB,;. 

0 At-(\Bi contenuto (in particolare coperto) in At(\Bt. 
Il primo caso si présenta non appena A. è collegato a quai che 

elemento délia catena che. contenendo A., congiunge Ai4_^ con 
At()Bi e B,- è collegato a qualche elemento délia catena che, conte­
nendo B,-i congiunge B;^ con A{(\B4. 

Il secondo caso si présentera, sfruttando essenzialmente la 
sottomodularità di Rd (7), se uno almeno dei due elementi Ai e 
JB, non è collegato a qualche elemento délia catena che, contenendo 
A{, congiunge ^4ÎHM con A f̂jB,- o che, contenendo Bi9 congiunge 
Bij_} con AiftBi. In Nd sarà allora: 

o (i7 , , Ri) = (A\-. B',) 

o (A'f, B'i) divisore di (A'u B\). 

Se fosse qé•== qu in (A'i, B'i) dovrebbe comparire q{, e per la 
(2), q( comparirebbe in (A'i, B'/), il che, per quanto prima osserva-
to, è da escludere. 

La rappresentazione cosï costruita sino al livello t + 1 è quin­
di un isomorfismo sino al livello i + 1; cioè: è sempre possibile, 
con le regole I), II), ampliare un isomorfismo di Rd in Nd fino 
al livello i in un isomorfismo di Rd in Nd sino al livello i+ t. 

Poichè Ed è un reticolo distributivo finito, quindi di dimensio­
ne finita. dopo un numéro finito di passi si sarà costruito un sub­
reticolo R'd di N'a isomorfo a Rd. Il teorema su dimostrato puô 
essere farmalato diversamente e îorse in modo più espressivo: 

Il reticolo distributivo Nd degli interi rispetto alla divisione è 
u)% reticolo unioersale per 1% classe dei subreticoli distributivi 
finiti. inlenàendosi con cib che ogni possibile reticolo distributivo 

f7) Poichè nelUjaostra ipotesi AL+ 4 = At\} {A{(\B^ e AiJrK copre Ât-. 
1 i intersezione di A( e A{[\ J3t- deve essere coperta da ^tfiJ3t-. 
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Rd ha ira i siioh modelli subrelicoli, ira loro isomorfi, di Nd; la 
nostra costrmione permette anzi di realizzare ogni reticolo distri­
butivo finito astratto mediante un determinato tipo di subreticolo 
di Nd. 
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