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Trasformazioni puntuali fra due Ss a configurazione 
caratteristica quasi armonica 

N O T A I 

M A I U O P E Z Z A N A [*) 

Summary : - It is studied a particular type of transformations oetween 
ordinary projective spaces whose caracteristic directions are distinct 
and are forming a configuration which i$ called almost harmonical. 
One cornes to find the équations of a remarkable type of them, consti-
tuted of only two transformations and of their inverse. 

1. - Dirô che i n un Sz sette r e t t e uscen t i da un pun to p r e s e n t a n o 
u n a conf igurazione quasi a rmonica se, in te rseca te con u n p iano 
non passante p e r il loro pun to comune, le loro t racée godono dél ie 
seguen t i p r o p r i e t à : ne esistono t r e ver t ic i di u n t r iangolo A , u n a 
q u a r t a E non a p p a r t e n e n t e ad a l cun lato, Je al t re t r e (che d i rô 
principali), a p p a r t e n e n t i c iascuna ad u n lato di A , sono i con iuga t i 
a rmonic i , dopo le a l t re due t racée che appa r t engono allô stesso lato, 
delF in tersezione del lato stesso con la cong iungen te di E con il 
terzo ver t ice di A . Si osservi che le tracée p r inc ipa l i devono es-
sere p u r e a l l inea te . 

Si osservi anche che la conf igurazione descr i t ta coincide con 
la seguen te : 

a) t re t racce sono a l l ineate e sono quel le che ho già ch iamato 
p r inc ipa l i ; 

b) associando ad o g n u n a di queste u n a délie qua t t ro r i m a n e n t i , 
c iascuna coppia i n d i v i d u a u n lato di un t r i la te ro che gode dél ie 
due seguent i p ropr ie tà : 1° le cong iungen t i ogni ver t ice con la secon
da t raccia di c iascun lato passano per uno stesso p u n t o che è la 
se t t ima t racc ia ; *2° la coppia di t racce di ogni lato sépa ra armonica-
mente la coppia dei ver t ic i che giacciono su di esso. Si osservi che 
si h a n n o ancora in def in i t iva qua t t ro t e r n e di t racce a l l inea te . 

Chiamo quas i a rmonica taie conf igurazioue p e r ana log ia con 
la configurazione a rmonica def ini ta pe r u n S% da L. MTJRACCHINI 

(*) Il présente lavoro è stato eseguito nell'ambito dell'attività del 
26° Gruppo di Ricerca del Consiglio Nazionale délia Maternatica del C.N.R. 
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e per un Sn, con n qualuuque, in una mia précédente Nota ('). 
Anche la definizione di configurazione quasi armonica è ovvia-
mente estensibile ad Sn con n z> 3 qualsiasi. 

In questa Nota mi propongo di studiare le trasformazioni pun
tuali di due regioni regolari di S3 per cui la configurazione délie 
rette caratteristiche è quasi armonica in ogni coppia di punti cor-
rispondenti. 

Dimostrerô (n. 3) che in générale questi tipi di trasformazioni 
non hanno congraenze di curve caratteristiche che siano rette e 
neppure sistemi di superficie caratteristiche anch^ se lutte possie-
dono quattro sistemi di faccette caratteristiche. 

Tuttavia esiste un sottotipo di esse che ha al massimo due sistemi. 
ira i quattro di faccette caratteristiche, che si organizzano in superfi
cie caratteristiche (n. 4). Inoltre se il sistema di faccette che si or
ganizzano è quello corrispondente aile tracce principali, il sistema 
è unico e in entrambe le regioni corrispondenti è un fascio di pia-
ni (n. 5). 

In quest' ultimo caso il sistema differenziale che dà le trasfor
mazioni é completamente integrabile e si puô integrare elementar-
mente. Eseguendo taie integrazione si vede che le trasformazioni 
di questo tipo si riducono a due sole con le loro inverse, a meno 
di omografie. Di tali trasformazioni si determinauo le equazioni 
(n. 5). 

2. - Il metodo che userô è quello del riferimento mobile (2). 
Detta A, B una coppia regolare.di punti corrispondenti, e Alt Bx\ 

At, B2; A3, JB3, coppie di punti che si corrispondono iu una omo-
grafia tangente alla trasformazione in A, B, si ponga 

dA = o>n0A + (0,4, + o^lg + v>%A% 

dA, = 0)|QA + «0,^, + 0>)8^2 + 0),343 

dB = TnQB + o^B, + ohB% + W l B , 

dBt = xl0B + T(1 *\ + TltB, + T„B( . 

(i = 1, 2, 3) 

(i) L. MTJRACCHINI, Trasformazioni puntuali fra due spazi a configura
zione earatteristica armonica, « Boll. Un. Mat. Ital. » (3)8, pp. 144-152 
(1953). M. PEZZANA, Trasformazioni puntuali fra due Sn a configurazione 
earatteristica armonica, «Boll. Un. Mat. Ital.», (3) 10, pp. 344-350 (1965). 

(2) Per i procedimenti seguiti qui e nel seguito si veda ad es : E. CECH, 
Géométrie Projective différentielle des corrispondances entre deux espaces, 
I, II, III , «Cas. pro Pest Mat. a Fys », 74, 75, pp. 32-48, 123-136, 137-157 
(1950). 
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Affinchè la configurazione eara t te r i s t ica sia del t ipo voluto, si 
potrà, impor re che le set te direzioni ca ra t te r i s t i che s i ano : 

wJ = w2 = 0 ; ws = o>3 = 0 ; o>3 = «j = 0 ; o^ = to2 = « 3 ; 

— w i = to21 0,3 = ° î — w2 = w3 * " i = 0 ; — OJ3 = o>,, o)8 = 0. 

Si h a al lora Q, = 2pw,(o>)_|_1 — wt_f_2); p e r i = 2, i + 2 = 1 ; pe r * = 3, 
• + 1 = 1, * + 2 = 2. 

Dif ferenziando es t e rnamen te le differenze ^ — M^ c h e sono 
ind iv idua te dal le 0* si vede che p è u n i n v a r i a n t e re la t ivo . 

Perc iô , esc ludendo le omografie, si puô s c r i v e r e : 

Supponendo che l 'omografia t angen te sia que l la locale, si h a 

(1) Tno - wbo = °-

„ i ant. i an,. 
Eicordando che T« —o)« = s -— , TM -— wM = f- -— si o t t e r r à 

a l lora : 

T H — W l l = W » — W 3 T 2 Ï — WS2 = 0J3 - W l T33 ~ W33 = W l ~ W l 

( 2 j T J t — W1 S = — ».l, T 2 3 — W 2 3 = — 0>3 T 3 1 — W 3 1 = — Wj 

T ï l — 0 ) î l = W l T3ï — t032 = W2 T13 — W13 = °V 

P e r differenziazione e s t e rna dél ia (1) si o t t iene 

T10 — W10 = X1W1 + a2Wî + a30)3 

(3) T Î 0 — UJ20 == a2Wi + a4wt + a5w3 

T30 — W30 = a3Wl + a5°J2 + a6W3* 

P e r differenziazione délie (2) t enendo conto délie (3) si h a 

a»» - 2wia = (Pî - a > i + (Pi - a * + *K + (Pî - a3 + l)«i 

2 « t i - 2o>81 = (¾ - . , + 1 ) ,0 ,+ (¾ - a > 2 + (¾ - a5 + 1 > 3 

(4) 2co31 - 2<olt = (¾ - a3 + 1 K + (¾ - «B + 1 K + (¾ - a > 3 

WM - W00 + W21 — WÏ3 = P S + P S + P S 

W33 - W00 + W32 — W31 = P S + P S + P S 
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3 

«Il ~ «00 + «13 - «. . = P S + P S + P S 

— «33 + «00 — «3. + «32 = P S + Pjw» + P S 

~ «II + «00 ~ «12 + " i , = ? S + P S + Pï«l, 

— «22 + «00 ~ W23 + (02l = 8\3 i + p30>2 + ( ^ 

«2S - «oo + «2Ï — «23 = (TÎ — «2)«. + (ri - «4 + i)w, + (rj - «5 - 3} 

«33 ~ «00 + «32 - «31 = if, — «3 - 3)«1 + fr* ~ " sK + (y* - a, + 1)W 

«n ~ «oo + «,3 - «i2 = (Y* - a , + l)o), + (fb _ a2 —3)a)2 + (y» - a,> 

2o)Si = y S + r K + TJW| 

2«3î = Ï3«, + Ï5«2 + Yg«3 

2«I3 = ï!«l + Ya«2 + Y S 
2w3i — 2o)21 = TJWl + yjw, + yjw, 

2o>12 — 2o),, = Y S + ? S + Y'«3 

2o)23 — 2OJJ3 = Y3w, + Y S + Yl«3 

- « 3 3 + «00 ~ « 3 1 + «32= ( ^ - « | ) « | + ( ¾ — «. ~ 3)«,+(SJ — a, + 1)«, 

— «ii + «oo— «12 + «13= (Ss — «i + l )« i+ (S* — a > 2 + $1 - a3 - 3)w, 

~ « 2 t + «00— «23 + « 2 . = (83 — S " 3 ) « 1 + ( S 5 ~ « 4 + l ) « 2 + ( S f —«5)^3 

2 « n - 2 » f I = 8JWl + SJ«f + 8*0)3 

2«.i - 2«3Î = SJoi, + 8Jwt + fijo, 

2«23 — 2«i. = 8;«i + 8Jot + 8Jw, 

— 2a)31 = SJa), + 8<o)2 + S*u)3 

- 2 0 ) ^ = 8 ^ , + 3 ^ + 8^3 

- 2 « 2 3 = 8 S + Ŝ o2 = 8 \V 

Osservando che le (2) danno le relazioni 

Tll + T.2 + T13 — «11 — «,2 — «13 = 0 

(5) T2l + T22 + T23 — «21 — «22 -10,, = 0 

T31 + T3î + T33 ~ «31 — «32 — «33 = 0, 
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per differenziazione esterna si ha 

(6) T | 0 + T8Q + T3 0 — 0)1Q — O)80 — O)30 = (7(0), + 0)2 + W3). 

La (6), tenendo conto che per le (4) si ha a, = a4 = aô, dà, a2 = a3 = a5. 
In definitiva, cambiando opportunatamente le notazioni si ottiene: 

«,ï = — 2 K _ Xl " X3 — K3 +
 Vl + 4)«l — (l*i + K3)«2 — 

— (K2 Xl X3 3̂ +" Vl + 4 K ] 

W23 = 2 ^ _ ^ 2 ^1 ^3 V3 + Xl +• 4 K + 

+ (— i*i — K3 — v3 + xi + 4 K — (Vl + v i K ] 

wai = — 21 — (Xi + * i K — (X2 — vi — vs — A3 + f̂ l + 4)«ï + 

+ ( _ V| — V, — X, + (^ + 4)0)3] 

« i l = 2 [ X l W » + ( Vl V3 X3 + Kl + 4 K + X2«3] 

^32 = 2 ^ 2 ° ^ + Kl«2 + (—Xl — X3 — f*l + Vl + 4 ) « J 

(7) «,3 = 2 K— K> ~ K8 —
 V3 + Xl + 4)«1 + V2«2 + 'l«3] 

«M — «oo = §[(î*i + Ks + vi)«i + (Ki + K3 —
 v2 + 2v3 — 2a — 6)o)2 + 

+ 0 l + *3 - K* ~ K3 + S*/ + 2)0)3] 

«22 - «00 = «jttKl + ^3 — V2 — V3 + 2 a + 2)«. + (Vl + V3 + Xl)«2 + 

+ (v, + v3 — A2 + 2X3 - 2a — 6)o)3] 

i> 
+ (vi + v, - X2 - X3 + 2oc + 2)«t + (X, + X3 + i*,)!».] 

«00 = — g KX1 + X3 + 2 K l " K2 + 4 K 3 + V l — V2 - V3 — 4 ) « ! + 

+ (Kl + K3 + 2 v l — V2 + 4 v 3 + X . — X2 — X3 — 4 ) « 2 + 

+ (Vl + V3 + 2 X 1 — X2 + 4 X 3 + Kl — K2 — K3 — 4 ) « 3 ] 

Tio — «io = 2^X3 + K3 + v 3 — 6)«i + ao)8 + ao)3 

(8) T20 — o)20 = ao>l + g (X3 + ji.3 + v3 — 6)w2 + ao)3 

T30 — «30 = K « l + K « 2 + ô (X3 + K3 + V3 — 6 ) « 3 

«33 — «oo = 9 [(X. + \ — Ks + 2^3 — 2a — 6)o)t + 
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Ora, per differenziazione di o)81, «32î o)13 si vede che si puô porre 
x i = Ki = v i = 0. 

Perciô le (7) divengono 

«12 = — 2 K— X3 — K3 + 4)«1 — K3«2 — <K2 —
 X3 — K3 + 4)«3] 

«23 = — ô [ — (V2 — K3 — V3 + 4 K + ( - K3 — V3 + 4)«2 — V3«3] 

»11 = — ô I " X3«l — (X2 — X3 — V3 + 4 )« î + (— X3 — V3 + 4 )« 3 ] 

« 2 1 = 2 ^"" V3 _ X3 + 4)«2 + X2«3] 

«32 = g ^2W1 + (— X3 — K3 +
 4)«s] 

(9) «13 = g K ~ K3 — V3 + 4)«1 + Vï«2] 

« 0 l l = —g[(X3 —K2 + 4K3—V2~ V3—4)«l+(K3—V2 + 4 v3-X2—X3— 4)«2 + 

+ (*3 — *î + 4X3 — K2 — K3 — 4)«3] 

«11 = — g [(X3 — K2 — V2 - V3 — 4)«1 + 

+ ( - 3[x3 + 3v2 - 4v3 - X2 - X3 + 8a + 20)o)2 + 

+ (v, - X2 + 3[*2 + 3{x3 - 8a - 12)o)3] 

«22 == — g [(X3 — K2 +
 3v2 + 3 vs — 8a — 12)0)i + 

+ (K3- v 2 ~ * . - > . - 4)«2+ ( - 3v3+ 3X2- 4X3- [x2- t*3+ 8a + 20)«, 

«33 = - g K - 3X3 + ^ 2 - 4K3 - v2 - v3 + 8a + 20)«, + 

+ 0*i — vs + $\ + 3X3 — 8a — 12)«2 + (V| - X2 — ̂  - ^ - 4)«J. 

Ancora per differenziazione délie (5) si ottiene 

(10) Xt = 3X3 - 3v3 - 2 (*, = 3a3 - 3X3 - 2 v2 = 3v3 - 3«*3 - 2 

e « = 2^X3 + K3 + va — 6)-

Perciô posto X3 = X, |A3 = {/., v3 = v, si ha 

= 9 [(v - x — K)«i + (x — K — V K + (K — v — x)«3] "oo — 2 

1 
2 n = \ [(v - X)«a + (2HL - 3v + 2)«8 + (4X - 3[* - 2)«3] 
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«2Î = g K4K — 3v — 2)«, + (X — fx)«2 + (2v - 3X + 2)«3] 

«33 = g I(2X - 3^ + 2 K + <4v " 3X - 2)«g + ([/ - v)«J 

1 I A 
«.2 = 2 KX + K - 4)«! + K«2 + 2(K ~ 2X + l)w3] 

«23 = 2 t2(v ~ 2K + 1)«, + (K + ^ - 4)«2 + v«3] 

< u ) «3i = 2 lXwi + 2(A - 2v + 1)«2 + (v + X 4)«3] 

w2i = 2 [ - <v + X — 4)«2 + (3X - 3v - 2)o)3 

«32 = g K3K — 3X — 2)«j — (X + (* - 4)«3] 

1 , 
«13 = £ [ - G* + v — 4)«, + (3v — 3{A — 2)«2] 

TI0 — « 1 0 = T 2 0 — « 2 0 = T 3 0 — « 3 0 = g ^X + K + V ~ ^)(«l + «j + Wg). 

Dalle (11) si ha inoltre 

(12) « n + W | i + o)13 = o>u + o)2g + o)23 = o)3l + to32 + w M = 0. 

Le (12), tenendo conto délie (5), danno anche 

(1¾ T U + TIt + Tl3 = T21 + T22 + T23 = T31 + T,2 + T, , = 0. 

Differenziando esternameute Je ultime délie (11) e le (12) si 
ottiene infine 

(14) «J0 = «20 = «30 = P(«l + «2 + «8). 

Eestano cosï determinate tutte le o>ik con il minimo numéro di 
invarianti. 

Pervenuta alla Segreteria dell'TJ.M.I. 
il 22 Apnle 1966 

12 


