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Sui gruppi d'olonomia degli spazi a connessione proiettiva 
o affine gêneraiîzzati 

FBANCESCO SPERANZA (Bologna) 

Snnto. - Si danno varie proprietà dei gruppi à" olonomia degli spazi a 
connessione proiettiva o affine generaliszata (spazi di Kônig). 

Suaimary. - In this paper are given some properties on holonomy groups 
of generalised projective or affine connections (Kônig spaces). 

l . Consideriamo qui quegli spazi a connessione che si possouo 
dire a connessione proiettiva, o affine. . . generalizzati: in essi le 
fibre non sono necessariamente gli spazi taugenti alla base. Tali 
spazi sono noti anche corne spazi (o varietà) di K Ô N I G ('); essi 
sono stati oggetto di varie recenti ricerche, ed in particolare è 
stata introdotta la nozione di spazio tangente in un punto [14]. 

In questo lavoro si studiano gli spazi a connessione generaliz
zati per i quali il gruppo d'olonomia è di certi tipi. Si vedrà 
corne i gruppi d'olonomia siano strettamente collegati agli spazi 
tangent i : mentre di solito è apparso naturale limitarsi al caso in 
cui questi ultimi hanno dimensione massima, si vedrà corne 
questa ipotesi è incompatibile con l 'esistenza di numerosi tipi 
di gruppi d? olonomia. Da questi risultati si possono trarre délie 
proprietà relative ai gruppi d'olonomia degli ordinari spazi a 
conness ione . 

2« Sia dato uno spazio fibroso E, la cui base sia una varietà 
differenziabile B", e la fibra relativa al punto x di Br sia uno 
spazio proiettivo reale P(x)- In E consideriamo lo spazio di KÔNIG 
proiettivo ]p w ; dato un ricoprimento di B*" mediante aperti connessi 
U, ed una sezione locale nel sistema dei riferimenti proiettivi 

(1) In [6] ed in [14] questi spazi sono detti spazi di Ko NI G generalizzati: 
in [6] sono detti spazi di KÔNIG degli spazi a connessione per i quali vi 
sono certi legami fra base e fibre. 



SUI GRUPPI D'OLONOMIA DEGLI SPAZI A CONNESSIONE PROIETTIVA, ECC. 4 9 

B(X) di P(X) (xe U), esso è definito da (n + l )2 forme differenziali 
l ineari wp in dus (uH sono le coordinate locali in U) (2). 

Gli spazi dl K Ô N I G affini S r t o euclidei 3Ë« si ottengono allorchè 
le fibre sono spazi affini reali AKX) (o, rispettivamente, eucl idei 
E($c)), ed i riferimenti sono basi adatfcate a tali spazi: la connessione 
è data da n% + n forme &>*, «£ . Per un JE», esse soddisfano alla 

h 
O) 

k i * n 
i + OJ/c = 0 

Per il passaggio da una regione ad uu'altra, si possono utiliz-
zare le formule di cambiamento dei parametri date in [14], cfr. 
anche [3], [5], [9]. 

Tali spazi si potranno anche chiamare spazi a connessione 
proiettiva, o affine, e c c , qualora sia chiaro che le connessioni sono 
definite su un E che non è necessariamente legato al fibrato degl i 
spazi tangenti a Br. Se in ogni P^) d' un flMi esiste un iperpiano, 
taie che la variefcà descritta al variare di x sia invariante per 
trasporti lungo qualsiasi cammino, a fl\ si puô canonicamente 
associare uno spazio a connessione affine H w -

U n caso particolarmente note vole è quello in cui è assegnata 
una sezione (anche solo locale) nel fibrato dei PpCZP(x) (al variare 
di x in Br)\ il P(X) relativo ad x si dice centro e lo spazio s'indi-
cherà con jpp, n , ed Bix) si assumera in modo che i suoi e lement i 
aa ( 0 < £ a ^ p ) appartengano a P ( T ) . Analogamente si definiscono 

gli spazi a;> H > ier
P9n ([121 [14]». 

Si dira duale di lPpjM uno spazio di KÔNIG definito sulla me-
desima JB", aven te per fibre gli spazi II(!c> duali dei P(œ), per 
centro un IIPClII(*c) e taie che il trasporto lungo una curva sia 
dato dall'omografia duale di quella definita da fli^,» [12], [14]. 

Le forme di curvatura e torsione sono 

n£ = dJa + S coÇ A « ï (per p « ) , 
Y 

O' = <ft»< + S wj A «', O* = * 4 + S »î A 4 (per S ; ed 6¾. 
;' 3 

(2) Qui e nel seguito, 
i, j , k,... sono indici variabili da 1 ad n; 
a, p,... sono indici variabili da 0 ad n; 
H, K,... sono indici variabili da 1 ad r. 

Altri tipi più particolari di indici verranno introdotti nel seguito, quando 
se ne présentera l'opportunità. 
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Dato un fliw, per effetto d 'un opportuno ciclo infinitesimo y 
délia base, a P(œ) viene applicata l'omografia * 

K{y) : x* — a:* + Ace* = 2 (Spjx — Q|)acP, 
P 

mentre per H« o un J£M si ha 

iqT) : x-' -* z* + AZ' = - ô' + s («i -ôi ix\ 
essendo 0 ^ , 0 , (¾ le forme bilineari associate ad O a , Ql, n i ; 
le x* sono coordinate oinogenee, e le X* non omogenee. 

I l gruppo d'olonomia 4>x e quello d'olonomia ristretto px si 
definiscono al solito modo. Supporremo sempre che la base sia 
connessa per archi differenziabili a tratti, ed allora, qualunque 
siano i punti x, y délia base, <!>.„. e <i>yi corne pure çœ e py, sono 
omografici (in S M affini, in JBn isom'etrici). Se pr si riduce al-
Y identità e, la connessione si dira integrabile. 

Nel seguito, si dovranno frequentemente considerare le condi-
zioni imposte aile forme di curvatura (o di torsione) dal fatto che 
il gruppo d'olonomia è d'un certo tipo: si potranno allora utiliz-
zare le relazioni fra le forme di curvatura e l 'algebra di L I E dei 
gruppo d'olonomia |[9], p. 119 e segg.), o imporre che le K(y) siano 
di quel tipo. Ovviamente se tutte le applicazioni di ¢^ sono d'un 
certo tipo, altrettanto accade per quelle di px: i teoremi 6.2, 6.3, 
6.4, 6.5, 7.1, 8.1 restano validi se, nella sola ipotesi, si sostîtuisce 
*« a px. 

Sarà assai utile la nozioue di spazio tangente (relativo alla 
scelta, in ciascun P(x), d 'un centro). Quando in P(") è dato un 
punto a(a.,, lo spazio tangente è Jo spazio proiettivo < « < * ) > 
subordinato a P(,»), congiungente le tangenti aile curve immagini 
délie curve differenziabili di Br uscenti da x. Posto al!r) = a0, la 
dimensione 2[a(r)] di < a , . > è uguale al numéro délie o>* linear-
mente indipendenti ; S[a(a:)] non puô superare né n né r. Nel caso 
d 'un Jip,« (p >• 0), per spazio tangente relativo ad x s ' intende 
lo spazio d'appartenenza degli spazi tangenti a tutti i Jpo,w cor-
rispondenti (almeno localmente) al medesimo fèn e tali che alsc)e 
e P » , [14]. 

Per un S « o un E» si possono dare délie definizioni in tutto 
analoghe. Conviene osservare che. a volte, si considérera, accanto-
alla sezione dei centri espressamente definita corne taie, un 'al tra 
sezione, délia quale si potrà ancora studiare lo spazio tangente. 
Nel caso d 'un HM , supporremo, a taie riguardo, gli Â\X) com
p l é t a i con gli elementi impropri; allora, mentre il centro, definito 
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corne taie, s ' i n t e n d e r à sempre proprio , si cons ide re ranno a n c h e 
spazi t angen t i r e l a t iv i a sezioni cost i tui te da e lement i i m p r o p r i 
{per en t r ambe le quest ion i, cfr. i teor. 6.3 e 6.4). 

3 . Sia dato u n Jp£: se a meno d ' in f in i t e s imi d ' o r d i n e s u p e r i o r e 
al secondo K{y) è. p e r ogni x ed ogni y inf ini tes imo, un ' omo log i a , 
p £ s ' i nd iche rà con il simbolo flb«; quando poi K(i) è u n ' o m o l o g i a 

M 

spéciale (sempre, s ' i u t ende , a meno d ' in f in i t e s imi d ' o r d i n e supe

r iore al secondo) lo spazio si d i ra u n Jpn (3). S ' i n d i c h e r à con 
r r N 

flV« un |p>» taie che il cent ro del l ' omologia a p p a r t e n g a al c e n t r a 
M M 
Pfx), e con Ipp w u n p w ta ie che il cent ro e l ' a s se (cioè l ' i p e r p i a n o 

N N r 
d'omologia) a p p a r t e n g a n o a P<œ). I n [12] un Po ,« è ind ica to con 

r M 
V M J ed un Jp0,n con VA/ : essi si h a n n o pe r 

N 

(1) O i —SaÛj = 0 e O i —8aQj = 0 

r i spe t t ivamente . Accade che l[12], p . 101): 

In Po ,n j per ogni œe JB'', si ha S[a (a : )]<:2, oppure la connessione 
M 

è integrabile (cioè px si r i duce a l l ' iden t i t à ) . 

Dimost r iamo c h e : 

T E O R . 3.1. - In un Jpo.n (n^>S), se, in un P{x), S[a (a.,]=2, Vasse 
M 

délie ontologie K(y) è indipendente da y. 

K(-y) appl ica iufa t t i il pun to xa ne l pun to (f/. — Q2)a?° — S Q\x\ 
i 

([x — tij)acfe ( l < : f c ^ n ) , l ' i p e rp i ano d 'omologia è q u i n d i (QJ — Qj)x°-f 
+ 2 0 ^ = 0. D ' a l t r a par te , da l le (1J si t r ae [12] 

i 

(2) (Q{ - QJï A «o* = 0, Q»k A <4 - 8;
fcQJ A wî = 0. 

Bssendo S[a(ar)] = 2, vi sono esa t t amente due wj l i n e a r m e n t e 
i ud ipenden t i : s iano esse «J, w*. Si h a a l lora da (24) e da (22) (per A£>3) 

QS - O} = a»} A «o2, û°ft = «*«i A wo (* > 3) 

(3} Per n = l, s'intende che in un ©!" iC(v) dev'essere una proiettività 
N 

parabolica con A unito. Comunque, in tutti questi casi, puô accadere che 
JKT(Y) sia l'identità. 
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rispettivamente, mentre, per k = 1, j = 2 e per k = 2, j = 1, 

^ î = K- A wo » Qg = v A wj ([A, v forme lineari). 

Sostituendo queste ultime in (2*), per k =j = 3, A; = j = 2, 

« X A «*>ï A w2 — i* A «o A «J = v A «J A < — v- A "ï A w5 = 0: 

ma, per ipotesi, w* A wo A wo = 0, e dalle uguaglianze precedenti 
segue che f/., v sono forme lineari in wj, toj. Quindi si puô sen-
z'altro porre 

n * = «*«! Awï* 

e l 'asse dell'omologia if (y) risulta ax° + S aKxk = 0, e non dipende 
quindi da y (c.v.d.). Inoltre: k 

TEOR. 3.2. - In un ©0,«, se, in x, S[a(œ)] = 2, Z'asse deZZe omo-
N 

logie K(y) è indipendente da y (anche per n = 2). 

Infatti, taie iperpiano è SQJa:* = 0; dalle (12) si trae 

O* A "î = 0, 

e quindi, poichè vi sono due «J linearmente indipendenti, ogni 
&k si esprime per mezzo di queste e l 'iperpiano non dipende da 
y (c.v.d.). 

Sussistono pure le proprietà analoghe riferite agli spazi duali ; 
r iuuendo queste e quelle, si puô affermare che: 

TEOR. 3.3. - Bâti due spazi duali fl>£, |j>£ (w>3) se, rispetto 
ad una scelta dei centri aior) uno di essi è un p o u , senz'essere 

M ' 

integrabile, e se S[a{œ)] ha il valore massimo possibile, anche V altro 
è un p 0 ) n rispetto ad una sezione opportuna. 

M 

Bâti due spazi duali p » , p « , se, rispetto ad una scelta dei 
centri a(a0, uno di essi è un fl>o,n senz'essere integrabile, e se 

N 

§[«(*)] ha il massimo valore possibile, anche Valtro è un fl>o,« rispetto 
ad una sezione opportuna. N 

Infatti, dato un H>o,w, nelle attuali ipotesi l 'iperpiano dell'omo-
M 

logia K(y) non dipende da Y; assunto questo corne centro nello 
spazio duale si ha ancora un fli^n (analogamente per ]po,n) (c.v.d.). 

M N 
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Parlando di «gruppo d'omologie», intenderemo che le biiezioni 
dei gruppo, salvo l'identità, sono omologie, escludendo che il gruppo 
si riduca alFidentità. 

TEOR. 3.4. - Se il gruppo df olonomia px d'un p « è un gruppo 
d'omologie, v'è una sezione locale dello spazio o dei suo duale taie 
che il relativo spazio tangente abbia in un punto generico dimen-
sione < 2 . I punti, o gli iperpiani, che costituiscono la sezione 
sono allora i centri, o rispettivamente gli assi, délie omologie di px. 

Per n = 2, la proposizione è ovvia. Se n > 3, si osservi che, 
in un gruppo d'omologie in P u , o il centro o Passe sono fissi [4). 
Sia, ad esempio, fisso il centro: assumiamolo come centro a(x) di 
P(x). Anche le K(y) sono omologie di centro a(ar), quindi lo spazio 
è dei tipo lPo,n; non essendo integrabile, si ha S[a(a;)] <^ 2. (Analo-

M 

gamente nel caso in cui sia fisso l'asse) (c.v.d.). 

Segue che: 
Se il gruppo d}olonomia ¢^ d'un p M non integrabile è costituito 

da omologie, v'è una sezione di pî i o dei suo duale taie che la 
dimensione dei relativo spazio tangente sia ovunqtte < 2 . I punti, 
o gli iperpiani, che costituiscono la sezione sono i centri, o rispet
tivamente gli assi, délie omologie di ¢^. 

(4) 11 prodotto di due omologie in P»' ( n > 3 ) è infatti un'omologia 
solo se coincidono i centri o gli assi. Supponiamo, ad esempio, che questi 
ultimi siano distinti, ed assumiamoli come iperpiani œ° = 0, x{~0: le 
due omologie si possono scrivere 

Q±) î/0 = axQ, y{ = a'œ0 -+- cxi di centro Ct (a — c, a1,..., a") 

Q2) yi — oixi, ym = a"1»1 -+- yxM (m = 0, 2,... , n) di centro C2 (a0, 
a —Y, a2,..., a«). 

I l prodotto 2 2 o S 1 è y0 = (a°a! -h ta)x* -+- a'cac1, yi = aa'sc0 -h acac1, yP = 
= (<xPai-±-yaP)x°-i-zPcoci-t ycxP (p, g = 2,... , n). ISel déterminante caratteri-
stico, la radice caratteristica yc fa si ch'esso abbia al più rango 2; perché 
si abbia un'omologia debbono valere le 

a<i%P — aPtâ = 0, ace — ay — otc-hcy — a°a4 = 0, 

e quindi CA e C2 coincidono. La coincidenza dei centri e degli assi è suf-
ficiente affinchè 22 ° &i sia un'omologia. 

I n P 2 v 'è invece il gruppo costruito dall'identità e dalle tre omologie 
aventi per centri i vertici d' un dato triangolo, per assi i lati opposti, con 
la stessa caratteristica. 
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In [12] (pag. 116) sono date délie classi di H« per le quali px 

è un gruppo d'omologie. 
Si ha poi che: 

T E O R . 3.5. - In una connessione proiettiva regolare su una Vn 

(w!>3) , non integrabile, il gruppo d'olonomia <Pa non pub essere 
un gruppo â" omologie con centro nel punto identifîcato con x (h(x) 
in [7], 0 0 in [5]). 

Infatti , in una connessione proiettiva regolare le wj sono linear-
mente indipendenti [5], e quindi S[aJ = n > 3. 

4. Ne l seguito ci saranno utili due proprietà délie forme qua-
dratiche esterne. Siano date in uno spazio vettoriale délie forme 
quadratiche esterne <t>, <î>',... e délie forme lineari <p£ l inearmente 
indipendenti . Al lora 

A) Se valgono le relazioni 

(3) <I> A ?i + * ' A ?« = 0, <î> A <p, + * ' A ?4 = 0, 

<t> e * ' sono dei tipo 

(4) <J> = (mcp3 + ncp4) A ?i + (n<p, + j><p4) A <P«i 

* ' = (»? i + P<?4) A ?i + (2>?3 + 3?4) A <P« • 

B) Se valgono le relazioni 

(5) <t> A T* + * ' A ?a = 0i * A ?i - * " A ?3 = o, 

* ' A ?i + * " A <p2 = 0, 

<1>, <f>', 4>" sono dei tipo 

(6) 0 = a©! A ?2 + &<p3 A ?2 + fti A ?i > 

* ' = /?i A ?2 + flf?i A ?i + *<p* A <Pi » 

4>" = 6cp2 A ?i + % i A ?3 + *?« A ?| • 

Dalle (3) si trae che * A ?t A ?2 = ° = ^ A ?3 A ?4 » perciô * ap-
partiene tanto ai l ' idéale di cpt, ©2 che a quello di cp3, <p4 [11] (5): 
perciô 

* = (fli?i + «4?J A ?i + (6I?I + 6 ^ ) A ?«, 

(5) Cfr. pag. 91. E. CARTAN [4] indica taie sistema col nome di anello 
determinato dalle forme cp4, cp2 (o 93) 94): cfr- pag. 26. 
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ed analogamente per 4>\ Sostituendo nelle (3) si ha per <I>, 4>' una 
espressione dei tipo (4). Analogamente si provano le (6). 

5. TEOR. 5.1. - Se il gruppo oV olonomia pxd
fun ]ÇC ( w > 3 ) non 

integrabile lascia flssi i punti e gli iperpiani appartenenti ad una 
retta rx, B[rJ è inferiore alla massima (2n — 2). 

Le omografie di pœ non identiche sono dei tipo \n — 2, 1], oppure 
dei tipo [(n —2, 1)], o [(n — 1, 0)] (secondo le notazioni di PREDELL.A). 

In questo numéro, l, m sono indici che prendono i valori 0, 1; 
t, u, v,... indici che prendono i valori 2,.. . , n. Assumiamo rx come 
retta [a0, ai] dei sistema di riferimento in P(X)' avendosi 

d[a0at] = S K K t t i ] + o>t[a0at]) + (-)KaiL 

%[rx] è uguale al numéro délie forme wj liuearmente indipendenti . 
Se i punti e gl ' iperpiani appartenenti ad rT , cioè a x? = ... = x" = 0, 
sono uniti nelle omografie di px, si deve avère 

<7) Û' = 0, e 0-- = 8-01, 0^=8^0 * 0'2 m 

Proviamo intanto che: Se %[rx] è (per uu generico x e Br) > 3T 

K(y) è oVuno dei tipi [(n — 2, 1)], [(n — 1, 0)] (vale a dire è spéciale). 
Infatti, differenziando la (7^, otteniamo 

Qt /\ w* - w* /\ Qj = 0, cioè (Q| - OJ) A «* = 0. 

Of— OJ deve appartenere ail1 idéale di ciascuna o>* non nul la ; 
se ve ne sono almeno tre linearmente indipendenti, essa è nulla. 
Quindi coincidono le radici caratteristiche f/. — OjJ, \*- — Q\ di K(y), 
e Y asserto è provato. Supponiamo ora che S[rJ = 2n — 2 (e quindi 
> 3 ) ; abbiamo le 

(8) O? = 0, O?1 = SpQÎ, Qt = 3?0°o. 

Differenziandole, si ottiene 

I V 
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Se w^>4, per ogni valore di t si possono trovare due valori 
u, v diversi da t Applicando ad (10^, (10?) la proposizione A) dei 
n. 4, si ottiene 

(11 ) Q • = (m,w« + n(o)«),/\ oij + (n,w« + ^>«) A «J 

O* = (n.coj» + p|M«) A «• + (ftoj» + g|W«) A IOJ. 

Se w^>5, si puô trovare un valore M; diverso da te, v, t: da 
(10™) si ha S 0^ A 0 ,r = 0; se S[r«.] ha il valore massimo, le i»\ sono 

l inearmente indipendenti, e quindi mt — nt — pt = qt = 0, cioè 

Q| = 0. 

Se n = 4, sostituendo le (11) in (9J), (9J) si ha ancora, se le M, sono 
l inearmente indipendenti 

Q { = 0 . 

Resta da esaminare il caso n = 3 : sommando (9J) e (10;;) moltipli-
cando per 3, e sottraendo (10|) otteniamo 

(12) ÛÏA»ï + O îA« ï = 0; 

ed analogamente, sommando (9J) con (10¾ moltiplicata per 3, e 
sottraendo (10!;} 

(13) O!A«5 + ÛÎAWi8 = 0. 

In virtù délia proposizione A) dei n. 4, da (12) e da (10*) si trae 

Q{ = («o>ï + « »;) A » Î + (n»; + jpwï> A *>î, 

« j - («*>; + p«») A «s + ( p»ï + a»!) A *>Ï 

e da (13) e da (10¾ 

(14) 0° = W + ië«ï) A «î + (*«ï + P»ï) A «ï, 

^4 = (»«ï + po>l) A «ï + (pw; + gWJ) A o>J. 

Si sostituisca in (9J) ed il (9J): se le wj fossero linearmente 
indipendenti, si avrebbe ancora Ql = 0. 

Se 8[rJ fosse uguale a 2n — 2, si avrebbe dunque 0£ = 8£OJ!; ma 
ciô è in contrasto con la supnosta non integrabiliià di ]£». Quindi 
« [ r j ^ 2 n — 3 . 
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OSSERVAZIONE. - I l più ampio gruppo connesso § d'omografie 
di P " che lasciano fissi i punti e gli iperpiani appartenenti ad 
una retta è (a meno d 'una omografia) il seguente 

x1' = x1 + S a\x\ xv = bxl (6 > 0). 
t 

e dipende quindi da 2n — 1 parametri. Non ci si puô perô riferire r 

neirenunciato dei teorema or ora dimostrato, ad «un gruppo 
d'omografie di tipo \n — 2, 1]» (come s?è fatto nel numéro précé
dente); infatti, intanto, in § vi sono délie omografie di tipo più 
particolare, ed inoltre vi sono dei gruppi d'omografie nei quali 
un elemento generico è dei tipo [n — 2, 1], senza che alcuno degli 
spazi fondamentali sia fisso: si pensi, ad esempio, al gruppo délie 
omografie di P 3 che conservano le rette d 'una assegnata schiera 
rigata. 

6. Consideriamo ora degli H». In An diremo «gruppo di simi-
litudini » e « gruppo di movimenti » dei gruppi che si possono 
trasformare con un'affinità, rispettivamente, in un gruppo di simi-
litudini o in uno di movimenti. 

Dato un H „ , sui vettori degli A™X) viene definita in modo 
naturale una connessione lineare 3L«(H) cioè a gruppo fondamen
tale GL(n, R)), le cui forme sono le tàk. Definite le direzioni non 
orientate di A™X) come i punti dello spazio PM"J(i(œ)) ([1], § 3 r 

n. 1), sul sistema di tali P " - 1 viene indotta una connessione proiettiva 
fl5M_i(H), le cui forme sono ancora le w? (o più precisamente 

k °i v A 
Oit — — 2i OJj). 

n 
Data una connessione X, con ¢#(^) [p*M] s'indicherà il gruppo 

<*>*[?*] di X. 

TEOR. 6.1. - Se e solo se <J>4fl>«-i(H)) = | e | , <t>x(B?n) è costituito 
da omotetie e traslazioni [e 4\»(3L«(H)) da omotetie]; se e solo se 
flMJ_i|H] è integrabile, px(Mn) è costituito da omotetie a rapporta 
positivo e da traslazioni [e p*(X«(B)) da omotetie a rapporto positivo]. 
Se e solo se <DW(X«(H)) = | e j , *^(H«) è costituito da traslazioni: se 
e solo se p^(X„(B)) = j e], p^(H^) è il gruppo délie traslazioni, o si 
riduce alV identità. 

Infatti, «MlCC—i(H)) e pJp^—^H)) sono costituiti dalle omogra
fie indotte in Pn-\A{X)) dalle affinità di <t>x(&n) e px(U

r
n) rispet-
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tivamente. Affinchè tali omografie siano identiche, occorre e basta 
che le affinità siano omotetie o traslazioni. Le eventuali omotetie 
di px sono a rapporto positivo, poichè p^ è connesso per archi [9]. 

I gruppi <t>JX»(H)) pw(Xu(H)) sono costituiti dagli isomorfismi in-
dotti, nello spazio dei vettori di Â%X), dalle affinità di ^ ( S » ) , 
p*(2l»): s e *ali isomorfismi sono identici, le affinità sono traslazioni 
(e viceversa). Se X«(H) è integrabile, si puô applicare al nostro caso 
il ragionamento seguito in [9] (n. 68): vx è qui p^Xn), e, tenendo 
conto che esso si riduce all 'identità, si conclude che px è il gruppo 
di tutte le traslazioni, o si riduce alPidentità. 

Se JP»_i(H) è integrabile, per effetto di Xw un vettore di A*x) 

viene trasportato, lungo due cammini omotopi, in due vettori 

ugualmente orientàti : Hw si puô dire, quindi, a parallelismo asso-
luto ristretto (o locale) [12]. 

TEOR. 6.2. - Consideriamo un H» [n > 3) il cui gruppo px sia 
im gruppo di similitudini che lasciano invariate n — 2 direzioni 
indipendenti; detta rx la giacitura da esse individuata, se ^[rx]>3, 
la connessione è a parallelismo assoluto ristretto. 

In questo numéro p, q saranno indici che prendono i valori 
1, 2; Ç, v),... indici variabili da 3 ad n. In ogni A™X) si puô assumere 
il riferimento in modo che p» sia rappresentato da equazioni di 
similitudini, ed i vettori e^ délia base siano paralleli a ViXy Tutte 
le direzioni di rx sono unité, e si ha 

<15) Of + Oi = 28?0, 0 £ = 0, Oj? = 8JQ. 

Avendosi 

d\e£ = S | wffte, . . . ] + «ffwP . . . ] + ... | + (OÏWà... ] 

§[YX] è uguale al numéro délie forme w? linearmente indipendenti. 
Differenziando le (15) si ha, fra T altro 

<16) 0 ? A < ^ = Q ï A w t = <>. 

Q\ deve perciô appartenere alP idéale di ciascuna forma w|* non 
nul la : se ve ne sono almeno tre linearmente indipendenti, segue 
£21 = 0, e quindi Q? = o?Q. p*M_3(a) è quindi integrabile, ed il 
gruppo px di H*rt è un gruppo d'omotetie e traslazioni. 
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I l teorema précéden te si compléta con ques to : 

T E O R . 6.3. - Consideriamo un Ho,n (w;>3) , a torsione nulla, il 
cui gruppo d'olonomia px sia un gruppo di similitudini che lasciano 
invariate n — 2 direzioni indipendenti: sia Tx la giacitura da esse 
individuata. Se 8 ( 0 ^ ] ^ 3, px è costituito da movimenti, e la connes
sione è localmente identiflcabile ad una connessione riemanniana; 
se 8[a«J > 3 < S[rw], la connessione è integrabile. 

Ana logamen te a quan to s ' è visto ne l n. 3, %[ax\ è u g u a l e a l 
n u m é r o délie forme w* l i n e a r m e n t e i nd ipenden t i . O l t r e a i le (15), 
(16) si ha, per Y assenza di tors ione 

(17) Q' = 0, 

da l la quale , p e r differenziazione es te rna , e t enendo oonto dé l ie 
re laz ioni val ide 

(18) U A ^ - Q ï A w ' ^ O , Q / \ w 2 + Q8/ \ w i = o, Û A « 6 = 0. 

Dal le p r ime due , 2 /\ w1 /\ ws = 0. Suppon iamo che S [ a ^ ] ^ 3 : se 
o)1, o/2 sono l i n e a r m e n t e i nd ipenden t i , si h a Q = </w* /\ OJ2 (v. sopra) , 
e, sost i tuendo in (183), gu1 /\ OJ2 /\ w£ = 0. Po ichè vi sono a l m e n o t r e 
wf l i n e a rme n te i n d i p e n d e n t i , a lmeno u n ' o ^ non è combinaz ione 
l i nea re di ta1, o)2, e qu ind i g = 0, da cui Q = 0. 

Se fra «*, w* ve n*è u n a sola l i n e a r m e n t e i n d i p e n d e n t e (e s ia 
ques ta w1), si po t rà sc r ivere co8 = mw1. Al lora , sos t i tuendo i n (184) 
e (1821, si t rae S /\ w1 = 0. Vi sono neces sa r i amen te a l m e n o d u e 
w£ tali che esse ed OJ1 s iano l i nea rmen t e i n d i p e n d e n t i : Q deve 
appa r t ene re alP idéale di c iascuua di esse, e qu ind i è n u l l o . Se 
w1 = w2 = 0, v i sono a lmeno t re w* l i n e a r m e n t e i n d i p e n d e n t i , e, 
r ag ionando come sopra, si t rova U = 0. 

L e t rasformazioui dei g r u p p o px sono perciô dei m o v i m e n t i . 
L a res t r iz ione dél ia conness ione ad u n a reg ioue s e m p l i c e m e n t e 
connessa di Br si puô ident i f icare ad u n a conness ione euc l idea 
(cfr. per aua logia [2]); essendo n u l l a la torsione, q u e s t a r i s u l t a 
r i e m a n n i a n a . 

Se fosse con t emporaueamen te SfaJ > 3, %[YX] > 3, si a v r e b b e 
Q = 0, Q\ = 0, e la connessione r i su l te rebbe i n t eg rab i l e . 

T E O R . 6.4. - Sia dato tm Ho, » a torsione nulla, taie che px sia 
un gruppo di similitudini che lasciano invariate n — 2 direzioni 
indipendenti; detto Rx lo spazio che le proietta dal centro a^, se 
§[RJC] > 4, la connessione è a parallelismo assoluto ristretto. 
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Scelto il r i ferimento come più sopra, S[i2a] è dato dal numéro 
di forme W*5, (o£ l inearmente indipendenti. Yalgono ovviamente 
le (15), (16), (17), (18); se 8 ^ ^ 4 , e le w | l inearmente indipendenti 
seno almeno tre, nel quai caso p̂  è certo costituito da omotetie e 
traslazioni (cfr. teor. 6.2): oppure ve n'è due, e, indicatele con <r, 
c', abbiamo Ql=g<r/\a'. Sostituendo nel le (18) si ha gG/\^/\i»i

f\oy2=0: 
quindi , o Œ A <*' A w* A 0>2 = 0, ed allora §[RX] ^ 3, oppure g = 0, ed 
anche £2J=0, e p^è costituito da omotetie e traslazioni. Se v i fossero 
meno di due o>g l inearmente indipendenti , si avrebbe %[RX] < 4. 

Dal teor. 6.3 scende la proprietà seguente: 

TEOR. 6.5. - Se, per un H w , p, è un gruppo d i similitudini che 
lasciano fisso un punto ax ed w— 2 direzioni indipendenti, e 8[aA.]^>3, 
px è costituito da movimenti; se anche S I I V | > 3 (con il medesimo 
significato per Tx), HJ» è integrabile. 

Infatti , se ox lascia invariato ax> l'H'0|rt corrispondente alla 
scelta dei centro in ax è a torsione nulla. 

7. Diamo ora un teorema nel l 'ordine d'idée dei precedenti, 
riferentesi ad una connessione lineare su una Vn differenziabile. 

TEOR. 7.1. - Se il gruppo d'olonomia px Wuna connessione 
lineare a torsione nulla su una Vn differenziabile (n > 3) è un 
gruppo di similitudini con almeno due direzioni unité, esso è 
un gruppo di movimenti, e la connessione si pub localmente iden-
tificare ad una connessione riemanniana. 

Se U,... sono gl i aperti connessi che ricoprono Y„, di cui alla 
def inizione di connessione lineare [9], assumiamo, per ogni x e U, 
un coriferimento, cioè un'w-pla di forme 6* l inearmente indipen
denti , in modo px s ia rappresentato da equazioni di s imil itudini: 
se v i sono dél ie direzioni unité, sono unité le direzioni délia gia-
citura 1 .̂ ad esse parallela. Sia k la dimensione di r^; detti p, q 
degl i indici variabil i da 1 ad n — k, e X un indice variabile da 
n — k + 1 ad n, possiamo assumere i vettori [ex] délia base parai-
le lamente a r^. Abbiamo 

(19) Qi + QÎ = 28?Q, Q{ = slQ, Q* = 0. 

Differenziando (193) si trova 

(20) S £2* A 69 = 0, Q A e* = 0, 
<i 



SUI GRUPPI D'OLONOMIA DEGLI SPAZI A CONNESSIONE PROIETTIVA, ECC. 6 1 

dalla prima délie quali, se n > k, 

(21) Q A e l A - A ô"~ft = o. 

Ora, se fc>3, vi sono almeno tre ô \ e da (202) segue che Q, 
dovendo appartenere ail' idéale di ciascuna di esse, è nullo. Se 
k=2, sempre da (202) si ottiene Q=g$n-L/\bn: ma, essendo n]>3>fc 
sussiste la (21), e sostituendo in questa si trova g = 0, cioè Q = 0. 
px è dunque costituito da movimenti, e la restrizione délia con
nessione ad una regione semplicemente connessa di Vn si puô 
considerare, con opportuua scelta dei riferimenti ammissibil i in 
ciascuna fibra, una connessione riemanniana.* 

Questo teorema vale, più in générale, per un H0 )« con o[ax] = n. 

8. In questo numéro consideriamo due proprietà sugli S » per 
i quali px è un gruppo di similitudini, con ipotesi più deboli sulle 
direzioni unité (in questo numéro, p, g = l, 2, 3 ; -K, p = 4 , . . . , n). 

T E O R . 8.1. - Consideriamo un H ^ (n > 5) per il quale px è un 
gruppo di similitudini che lasciano invariate n — 3 direzioni indi
pendenti; detta rx la loro giacitura, se %[rx] è massima, la connes
sione è a parallelismo assoluto ristretto. 

Le direzioni di r^ sono tutte unité. Scegliamo in ciascun An 

il riferimento in modo che px sia rappresentato da equazioni 
di similitudini, e r^ sia parallela ai vettori en. Avremo Qk + 
+ £2fe = 2SèW, £2^ = 5^9, dalle quali, per differenziazione esterna 

(22) 2 Q £ A « 4 = 0-

Dalle (22) si deduce, grazie alla JB) dei n. 4, che le forme Q2 , 
Q\y QJ appartengono all 'anello esterno [11] délie forme OJ£, per 
un determinato -TT. Questo si pub ripetere per un valore p ^ 1 * (in 
quanto n>&); se %[YX] è massima, le to£ sono l inearmente indipen
denti, ed allora le QJ {p^Q) sono nulle, e la connessione è a 
parallelismo assoluto ristretto. 

Se n = 4, Y argomentazione précédente non è più valida. Perô, 
se si aggiunge T ipotesi che la torsione sia nulla e ^[Rx] = 6 (cfr. 
teor. 6.4), si deduce che la connessione è integrabile. 

Si ha infatti Q* = 0, dalle quali, per differenziazione esterna, 

(23) 2Q£A W * = 0, . QA w 4 = 0> 
q 
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da cui 

Q A w* A w"2 A w3 = 0. 

P e r ipotesi , le w? sono l i nea rmen te ind ipenden t i , e qu ind i Q 
a p p a r t i e n e al loro idéale . Sos t i tuendo tu t te le re laz ioni t rova te i n 
(23) si t r ae che £2 = Q£ = 0, e la connessione è in t eg rab i l e . 

O S S E R V A Z I O N E . - Se nei teoremi 6.2, 8.1 si suppone che px sia 
u n g r u p p o di mov imen t i , m a n t e n e n d o fisse le a l t re ipotesi, si 
conclude che px è cost i tui to da t ras lazioni . Nel teor. 6.4, se pc è 
cost i tu i to da mov imen t i e se §[22.*]^ 3, la connessione è in t eg rab i l e . 

9. I n u n JÊ0 )n, c iascun E(X) è uno spazio euc l ideo : ved remo 
o ra che la conness ione da ta in E — \}E™X) definisce in ogni 
spazio t a n g e n t e a Br u n a cer ta s t r u t t u r a metr ica . 

T E O R . 9.1. - Un j£ljn definisce una metrica semidefinita positiva 
sulla base Br; essa risulta definita positiva se e solo se, per ogni 
x e B>. o[ax] = r . 

I n u n Ho,n (o 3Eo,«) sia | 6 f f | u n cor i fer imento defini to in u n a 
r eg ione di B". A b b i a m o re laz ioni dei t ipo 

(24) w1 = S Y*^ 7 7 . 

L a conness ione definisce, a t t r averso le w*, u n a proiezione dei 

t enso r i covar ian t i di A™X) ne i tensor i dei medes imo tipo sullo spazio 

t a n g e n t e in a; a Br. Se tllt..i. è un tensore definito in A(X\, ad 

esso si associa 

A u a l o g a m e n t e si definisce u n a proiezione dei tensor i controva-
r i a n t i def ini t i ne l lo spazio t a n g e n t e a Br ne i tensor i dei medes imo 
t ipo def ini t i in A{.t): 

(26) fr'A> = i%x...jiT
H*"B>. 

Queste pro iez ioni sono d is t in te dal Finira agi ne e d a l l ' i m m a g i n e 
rec ip roca p e r ef fetto dé l ia pro iez ione canonica di E su Br [9], che 
app l icano i tensor i c o n t r o v a r i a n t i dello spazio t a n g e n t e ad E su 
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quel l i dello spazio t a n g e n t e a By, ed i tensor i cova r i an t i di ques to 
su quel l i di E. 

Se lo spazio è dei t ipo E w , in c iascuna f ibra è def in i to u n 
t ensore fondameuta le gik = el • ek, dove | e,- | è u n a base qua l s i a s i . 
Al lora 

la proiezione dei tensore fondamentale è un tensore doppio 
covariante simmetrico 

(27) GHj^^ghj^j 

e la metrica individuata da quest'tiltimo, S gHJ$BQJ, è semidefinita 
positiva. 

Infa t t i , 2 f f f l / W = 1! f j y ^ Y } ^ = j^w'w* ^ 0 pe r o g n i v a l o r e 
di o)*, u>h, e q u i n d i p e r ogni 0ff. 

Taie me t r i ca è def ini ta posi t iva se da 

(28) S GRJW*W = 0 

segue 6H = 0. Ora, essendo la met r i ca S ghj^
h^j de f in i t a pos i t iva , 

da (28) segue wfe === S y^QH = 0, e da ques ta segue 0F/ = 0 a l lo rchè 
il r ango di || y* || è ugua le ad r, cioè se o[ax] = r. 

Se o[ax] < r (al t r i casi non possono presentars i ) , la m e t r i c a n o n 
è defini ta posi t iva . 
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