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Sulla decomposizione délia legge di probabilità di Cauchy 

A N N A P U G L I S I (Palermo) 

Suuto. - Si prende in esame una decomposi&ione délia legge di probabilità 
<Ba di Cauchy, in due leggi di tipi diversi da quello di Qa, data recen-
temente da F. Arcangeli. Si fa vedere che questa decomposizione vale 
solo per valori a>l del parametro; tuttavia, partendo da essa, si 
possono costruire quante si vogliono decomposisioni di G,a, in due, (o 
più, o infinité) leggi di tipi diversi. Si mostra che queste leggi sono 
infinitamente divisibili e appartengono al dominio d'attra&ione délia 
legge di Cauchy. 

1. I n una intéressante Nota, apparsa recentemente su questo 
Bollett ino (l), F . A R C A N G E L I ha mostrato, con un semplice esempio., 
che una legge di probabilità di CAUCHY è decomponibile non solo 
in l egg i di C A U C H Y , ma anche in leggi diverse da quelle di CAUCHY, 
contrariamente a quel che accade per le leggi di GKAUSS e per le 
l egg i di P O I S S O N , le quali sono decomponibili, rispettivaniente, 
solo in leggi di G A U S S e in leggi di P O I S S O N (*). 

Corn'è noto la funzione caratteristica (f.c.) di una legge di CAU­
CHY è dél ia forma: 

(1) X(t) = e-*\t\, (a>0) 

dove a è un parametro positivo. 

(*) F . ARCANGELI, Sulla decomposisione di una variabile casuale seguente 
la legge di Cauchy, «Bollettino dell'Uniûne Materaatica Italiana>, Série 
III, Anno XX, K". 2, giugno 1965. 

t8) Veramente la decomponibililà di una legge di CAUCHY, in leggi 
diverse da quelle di CAUCHY, risulta da una proposizione più générale: 
cla funzione caratteristica di una legge stabile, diversa dalla legge di 
G-AUSS, ammette un fattore indecomponibile (e anzi è divisibile per il pro-
dotto di una successione infinita di funzioni caratteristiche indecoraponi-
bili)». (Cfr. E. LUKACS, Fonctions caractéristiques, Dunod, Paris, 1964, pag. 
129-130). Per quanto, poi, riguarda più particolarmente la legge di CAUCHY, 
il LUKACS dà (Le. pag. 218) una decomposizione in due leggi infinitamente 
divisibili non stabili, una délie quali, avendo il momento del 2° ordine 
finito, appartiene al dominio d'attrazione délia legge di GAUSS, mentre 
l'altra appartiene al dominio d'attrazione délia legge di CAUCHY. 
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Chiamerô <Ba la legge di CAUCHY di parametro a. 
La decomposizione délia (1) data dall'ARCANGELi ha corne fattori 

le due f.c. 

(3) W) = (l + \t\)e-m, ( p ^ i ) . 

(L*ARCANGELI, veramente, dà le condizioni a > 0 , P > 1, ma si 
pu6 mostrare che per a = 0, p = 1, o(t) e ty(t) sono ancora f .c ; le 
condizioni a destra délie (2) e (3) sono necessarie e sufficienti 
perche i secondi membri siano f.c). 

Segue subito da (1), (2) e (3): 

(4) y.ffl = ?(*) ' W)> 

a patto che sia 

(5) a + p = a. 

Sotto questa condizione la legge <&a è decomponibile nelle due 
leggi (2) e (3) che non sono leggi di CAUCHY. 

2. Senonchè per a < 1, la condizione (5) è incompatibile con le 
condizioni ( a ^ O , P^>1) e pertanto la decomposizione (4) appare 
valida solo per le leggi <&a con parametro a > 1. 

3. È facile, perô, partendo, appunto, dal risultato dell'ARCAN-
GELT, costruire per qualsiasi valore del parametro a, quante si 
vogliono decomposizioni di <Ba in due (o più, o infinité) leggi di 
tipo diverso da quello di <Ba. 

Sappiamo che se u[t) è una f.c, taie sarà anche n(M). Saranno 
dunque f.c. le funzioni 

e-h\t\ 

(6) Tt«) = i + x | t | < * ^ 0 , X > 0 ) 

(7) U*) = (1 + X I ' I )e-fc"', (¾ > X > 0) 

Dato a > 0 è sempre possibile determinare h, k, X in modo che 
valgano le condizioni a destra délie (6) e (7) insieme alla condizione 

h + k = a 
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e q u i n d i è s e m p r e possibi le la decomposiz ione: 

X(t) = u*)U*) 

dé l ia legge di C A U C H Y i n due leggi che non sono di C A U C H Y . 

4. U n a p iù g é n é r a l e decomposizione dél ia (1) si h a o s s e r v a n d o che 

(8) °(*) = ( l + x m r (ï>0, 

è funzione cara t te r i s t i ca (3). Segue subito che sono f . c : 

(9) ?«(*) = (1 l x , 11 )T > (ï^O, X>0, h>0), 

(10) +«W = (1 + * | * | )V-*W, ( 0 < Y < 1 , & > X > 0 ] . 

E si h a ovv i amen te 

(11) X(t) = ««(*)+.(*) = e-(*+*)l'l, (h + k = a). 

5. Face iamo vede re che la funzione ty-t(t), che sc r iveremo 

(12) W ; X, ff> p) = (1 + X | * | )ae-PI«l, 

e che r a p p r e s e n t a g loba lmente la (9) e la (10), a seconda del seguo 
di o-, con t i nua ad essere f.c. sotto le condizioni (necessarie e suf-
ficienti): 

(13) x > o , pr>o, p^>*x, 

(che n o n in ipegnano <r). 

Cominciamo col mos t r a r e che la funzione 

(14) w) = (i + \t\ ye-m 

con 

(15) 0 < < 7 < 1 , p > ( 7 

è u n a f .c 

(3) Risulta dal seguente teorema di POLYA: Una funzione reale a(t), con­
tinua, definita per tutti i valori reali di t, taie che o ^ ) = l , a ( - t)=a{t), o(oo)=0, 
convessa verso il basso per t > 0, è la f.c. di una funzione di ripartizione 
assolutamente continua. (Cfr. E LUKACS, l.c. pag. 74; o anche S. V. LINNIK, 
Décompositions des lois de probabilités, Gauthiér-Villars, Paris, 1962, pag. 45). 
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Tolto il caso p = <r = 0, cui corrisponde la f.c banale ù{t) = 1, 
possiamo fare uso délia formula di inversione di FOUEIER, che, 
nel caso nostro, puô scriversi: 

r+œ 

9(y) = ~ (l + t)°e-Vco$ytdt. 
0 

Con successive integrazioni per parti si trova: 

(16) ^ , = . - ^ + ^ - ^ j ^ + t)lodt + 
0 

+°° 
c(l — <r) f e—P* cos yt 

. ai. I ^ F + y*J * ( ! + <)*-*' 
o 

I due integrali sono, rispettivamente, le densità di probabilità. 
corrispondenti aile funzioni caratteristiche 

e-PI'l e-PI'l 
(1 + 1*1)1-^ (l + | i | ) 2 - ^ 

e quindi il secondo e il terzo termine del 2° membro délia (16) 
non sono mai negativi. Lo stesso avviene per il primo termine 
quando p > <r. 

Inoltre è facile verificare che si ha 

g(y)dy = 1. 
—00 

< 

Pertanto, sotto le condizioni (sufficienti) (15), la funzione (14) è 
una f.c 

D* altra parte se P O , la condizione necessaria | tyt) \ <Z 1 non è 
verificata: ne segue che, quando vale la prima délie (15), la seconda 
è necessaria e sufficiente affinchè ty(t) sia f.c. 

Se ne trae immediatamente che la funzione 

(17) W ; a, p) = (1 + | * | )«e-PI'l 

è f.c, qualnnque sia <r, sotto le condizioni (necessarie e sufficienti) 

(18) P>0, p>*. 

Il passaggio aile (12) e (13) è immediato. 
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6. È subito visto che la f.c. (17) è infinitamente divisibile dato 
che, qualunque sia l ' intero positivo n, la funzione 

M*;., » ] * - + (*; '-, £) 

è ancn' essa una funzione caratteristica. Lo stesso dicasi délia (12). 
Conviene, per altro verso, notare, che detta X(<J, p) una funzione 

aleatoria governata dalla legge (17), comunque si -prendano i punti 
(<JL, p4) e (a2, Ps)i con p2 > Pi nel dominio definito dalle (18), si 
puô scrivere 

Z(Œ4 , M + X(<J, - <rt, p2 - pt) = X(a2, p2) 

dove il 2° termine del primo membro è stocasticamente indipen-
dente dal 1° e tende a zéro, nel senso del Calcolo délie Probabilità, 
quando (al9 p£) — (<J2, p2). 

7. Consideriamo ora le funzioni: 

n (1 + Xr 111 p 
(19) <D„,m(*) = - ^ e-"»"»1" 

n (1 + V.r\t\)'' 

m 

n (i + v* i < i )s-
(20) <Vm, n(t) = ï± e-*™' -'" 

H (1 + Xr | * | p 

che sono funzioni caratteristiche sotto le condizioni: 

Kï>o, fv>o, rr>o, sr>o, 
fi m 

r = i r—i 

Viene : 

O». m(flVm, «(*) = «-<*», «+*«.-.>l'l 

e si ha cosï una decomposizione délia legge di CAUCHY, in leggi 
infinitamente divisibili, assai più générale délia (11). 

Allô stesso risultato si perviene se nei secondi membri délia 
(19) e délia (20), introduciamo prodotti infiniti, con opportune 
limitazioni per i parametri. 
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Per esempio: poniamo (per semplicità) m = n, e scriviamo * „ , 
w»> K> K i n luogo di * „ , w , VW)M, hn,m, km,n; imponiamo le 
ulteriori condizioni yr < i 15 Sr < ; 1. 

Se le série 

00 00 

sono convergenti , e se le successioni \hn\ e | ftn | sono convergent i 
rispettivamente ad h e /c, le funzioni *„(£), Wn(t) tenderanno a due 
funzioni l imite <i>(t) e ^(t), che sono f .c , corne è facile provare, e 
che hanno corne prodotto la f .c délia legge di CAUCHY con para­
metro h + k (4). 

8. Facciamo vedere, infine, che le leggi che abbiamo qui 
considerato appartengono al dominio d'attrazione délia l egge di 
C A U C H Y (5). 

Basterà mostrarlo per la (12). 

Dette Xi, X 2 , ..., Xn, n variabili casuali indipendenti , gover-
nate, tutte, dalla legge (12), consideriamo la v . c 

v xk + zt + xt +... + xn 

(4) Un'altra semplice classe di decomposizioni délia legge di CAUCHY, 
analoga alla précédente, si puô costruire, osservando che la funzione: 

ft(ti X, h) = (1 + X***)—i«-Ai", (X > 0, h > 0) 

è f.c. in quanto prodotto di due f.c; mentre si prova facilmente che lo 
è pure : 

f2(t; X, fc) = (1 -H X^)e-*'", U > 0, k > ^ ) . 

Si ha quindi la decomposizione: 

6—"*' =A(*Ï *, *)/t(*5 *, &) 
con 

fe -h fc = a. 

Entrambe le leggi ft ed /i appartengono al dominio d'attrazione délia 
legge di CAUCHY. ' 

(5) V. nota (2). 
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dove ôw > 0 è da determinare. La f.c di questa v.c saià 

3U(')-« 6n ^ + 6 ^ 1 ^ ) 

Scegliendo per 0M il termine générale di una successione di 

numeri positivi, divergente in modo che — tenda alla costante 
p — (jX > 0, avremo 

lim £,(«) = e—1*1, 

il che prova l'asserto. ' 

Pervenuta alla Segreteria deiï'U.M.Ï. 
il 27 gennaio 1966 


