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Un tipo di corrispondenze fra spazi che ammettono in osni 
coppia soltanto tre direzioni caratteristiche distinte complanari 

MARIO P E Z Z A N A (Bologna) (*) 

Sunto. - Si studia, in un insieme di regolarità, un tipo di corrispondenze 
che ammettono in ogni coppia soltanto tre direzioni caratteristiche di
stinte complanari. Se ne danno aîcune propriété gêner ali. In fine si danno 
le equasioni di alcune di esse. 

1. - In questa Nota studio le trasformazioni fra spazi proiettivi 
ordinari che ammettono in ogni coppia di punti corrispondenti 
tre sole direzioni caratteristiche distinte, tra loro complanari, 

Dal punto di vista locale Gk M A R T I N I (l) ha dimostrato che sono 
possibili solo tre casi: 

1) due direzioni triple e una semplice; 

2) una quadrupla, una doppia, una semplice; 

3) una quintupla e due semplici . 

Ho studiato il primo di questi casi che si présenta per i calcoli 
corne il più semplice dei tre ed ho dimostrato che: 
Le trasformazioni che ammettono in tutti i punti di una regione 
finita tre direzioni caratteristiche complanari, di cui una semplice 
e due triple, sono tutte dotale di due propriété: 

a) la congruenza di curve caratteristiche semplici si riduce ad 
una stella di rette; 

b) ammettono tutte un sistema di superficie caratteristiche che 
pub essere di tre tipi: 

1) un fascio di piani; 

2) inviluppo di piani aderente ad un cono con.il vertice nel centro 
délia stella caratteristica ; 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Ricerca n. 26 
del Comitato Nazionale per la Matera a tic a del C. "N. R. 

(!) G. MARTINI: Sulle trasformazioni punfuali fra due spazi proiettivi 
ordinari in una coppia regolare in cui esistono soltanto tre direzioni carat
teristiche distinte e complanari, Rend. delFAccademia délie Scienze di 
Bologna, Ser. XII, Vol. II (1965). Ricordo pure il lavoro: M. YILLA, Le 
trasformazioni puntuali fra due spazi lineari, 'Nota, I, Atti Accad. ISaz. 
Lincei, (8) 4, pp. 55-61 (1948). 
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3) oo l coni con il vertice comune nel centro délia stella caratte-
ristica. 

I n o l t r e da r6 le equazioni dél ia più géné ra le t rasformazione di 
ques to t ipo, in cui il s is tema di superf icie cara t te r i s t iche si r iduce 
ad u n fascio di p i an i e di u n a classe di quel le in cui le superficie 
ca r a t t e r i s t i che sono p i an i che n o n formano fascio. 

2, - Con notaz ioni già usa te da d ivers i Autor i (2) si ha 

dA = ia0fiA + Wjij + Wg l̂j + w343 

dAi = wt(iA + (DllAï + tûitAt + 0)l3i43 

dB = T 0 0 E + oj .5 , + tatBt + a)8£3 

dBt = zl(iB + n . B , + T I 8 B 8 + 1,3^3 

(1) 

dove A e B sono u n a coppia di p u n t i corr i spondent i e At e B{ si 
co r r i spondono in u n a omograf ia t a n g e n t e . 

E inol t re , ne l nos t ro caso, (a) 

2 j = fOjWs + a(jo,w3 + 6w3 

(2) £JS = (0,0)2 + awjOJg + cu)t 

Q3 = aa)3. 

L e (2) ci dicouo che (o, = O J 8 , a)3 = 0 r a p p r e s e n t a l a d i rezione 
ca ra t t e r i s t i ca sempl ice ; u>l = 0, OJ3 = 0 e o)2 = 0, (o3 = 0 le due dire
z ion i ca ra t t e r i s t i che t r ip le . 

(2) Ad es.: E. CECH: Géométrie projective différentielle des correspondances 
entre deux espaces. I . I I . I II . , «Cas. Pro Pest. Mat. a Fys.» 74, pp. 32-48; 75, 
pp. 123-158 (1950). 

(3) Si veda: G. MARTINI, op. cit. nella (*), n. 5. 
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Dalle (2) con procedimento di derivazione 

1 1 
Tu — w n — T„O + Wflo = g w* + 2 flWs 

1 

* ] | ~ W12 = 2 W î 

T U " W ] 3 = 0 -

(3) x88 — w28 — x00 + w00 = 2 w, + 2 «w3 

T»3 — W23 = 0 

1 
2 t u — w81 = Ô «tox + 6to3 

T33 — W33 — "CûO + W00 = a w 3 

Supposto, corne è sempre lecito 

si ha ancora 

(4) r00 — OJ00 = — g (ojj + 0)8 + 4oo),). 

La differenziazione esterna del sistema (3), (4) ci mostra che il 
riferimento intrinseco non è corapletamente individuato e ci dice 
che possiamo porre a = 0. Dell'indeterminazione residua approfit-
teremo ancora in seguito. 

Intanto il sistema diventa 

co„ -co« 0 =(2p t +pJco I +(2p 4 +p , - j )o i i +(2p B +p l ^ 

12 = PiW, + (p8 — j j ( i ) t + p3o)3 

(2 1 2 1 \ 

0) 

W i 3 = 
'13~(&-c)l 

^80 — W20 = YlW3 
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«Oïl = {$4 — 4 ) W l + 84«>» + S5<»>3 

«Oit-«M=(a?i+p4-i)««>i+(ap4+84)».+(2p,+8k+âY1)»I 

(5) o>„ ^^[-YiWi+r^+^^-gXj-gP^gCJû),] 

*»<>—«>3O=—Yi^i+YiWt+^Çj+g^— gPe— g0)60» 

26 r/(6-c)(ft,+2Y.) . , \ „ , / 8 . (6 -0 , \ , 
«•.=g=iH 5 r.;«.+^—5—+Y. ]*>,+ 

/8,(6-c) 8 1 2 1 \ I 

-=A[(^+r.M^-r,H+ 
+(̂ -Ic+J>.+Ifc+̂ H 

26(a,M-a)00)-d6=(ç3+26pî+6p1+cp4-Jc)w1+ 

+(sa+26^+6pî+c54+j6)coî+(Ç8+26p5+6?,+26Yl+c5s)a), 

2c(o),,-o)0,)-dc=(pg+2cp,+ck+6?,+*c)o),+(ç,-p,+8,+ 

+2cp4+c84+6pî+j6-2c)o)t+(e6+2cp5+c8s+2cY,+6p,)o), 

da cui si ottiene 

(6) 0) î3 + o>13 = 0 

(7) Tt0 — 0)20 + T l0 — O)l0 = 0 

(8) w28 + wl8 = wn + OJ8I. 

Differenziando la (7) 3 la (8) e confrontando i risultati si ha 

(9) w 8 0 +o ) I 0 = 0 . 
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Tenendo conto délie (3) e (5) si ha pure 

<6') T„ + T83 = 0 

<?') Tll + ^ 1 - T „ - T 1 8 = 0 

<8') x,o + TSO = 0. 

Dalle (1) si ha 

(10) £ (4 ,+4 , )= ( (0 ,0+10 , , )4+( (^+(^ 

che per le (6), (7), (8) diviene 

< u ) d{At + 4 t ) = (wn + 0),,)14, + 48). 

Sempre dalle (1) si ha per le (6'), (7'), (8') 

<11') d(B, + Bt) = ( t | 1 + x^KB, + Bt). 

Le (11) e (11') ci dicono che in ciascuno dei due spazi di A e 
di B, la direzione caratteristica semplice passa per un punto fisso 
al variare délia coppia di punti corrispondenti. 

Ciô iutanto permette di trarre una prima conclusione: 
Per ogni trasformazione di questo tipo la congruenza délie curve 

caratteristiche semplici si riduce ad una stella di rette. 

3. - Inoltre, poichè in ogai coppia di punti corrispondenti ci 
sono tre direzioni caratteristiche complanari, ogni coppia di punti 
corrispondenti individua una coppia di giaciture caratteristiche. 
Con le notazioni usate la coppia è quella individuata da OJ3 = 0. 

Poichè per le (5) si ha 

<12) [ * o J A « i = 0. 

Per il teorema di FROBEN/LUS le giaciture caratteristiche invilup-
pano superficie. 

Si conclude allora: 

Esiste per questo tipo di trasformazioni un sistema oo1 di super
ficie caratteristiche. 

4. - L'equazione délie asintotiche délie superficie caratteristiche è 
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che per le (5) diviene 

(14) Y i K —Wi) f = 0.-

Le superficie caratteristiche sono perciô rigate sviluppabili l e 
cui generàtrici sono le rette caratteristiche semplici appartenenti r 

corne si è detto, ad una stella. 

Percio le superficie caratteristiche sono sempre coni con il vertice 
in comune. 

5. - Per differenziazione esterua délia prima délie (5) si vede 
che y! è un invariante relat ive Possiamo perciô porre y, = 0 oppure 
y, — 1. Per y, = 0 l'equazione (14) délie asintotiche diviene identi-
ca, percio i coni caratteristici si riducono a piani per un punto. 

Per y,. = 0 si puô porre, ancora per le (5), o)13 = &a)8î (083 = — J b t 

e differenziandole esternamente si vede che si puô porre k = Q-t 

perciô 

(15) (o,3 = (o83 = 0. 

Differenziando le (15) si ottiene 

(16) o)10 = pw3 ; w20 = — po)3. 

Differenziando le (16) si vede che anche p è un invariante re-
lativo ; si puô perciô porre p = 0 oppure p = 1. 

Per p = 0 si ha 

dAx — (0,,4, + o)l248 

d4 2 = co814, + O J 2 8 4 8 

e 
dBj = xnJ5, + T1 8B2 

dB% = T81B, + T 2 2 B 2 . 

Perciô le rette 4 , 4 2 e BXB% restano fisse al variare délia cop
pia 4 , B. 

I piani caratteristici formano fascio. 
Se p = 1 si ha 

dAl = w34 + a)nAl + o),242 

d4 8 = — w34 + 0)4,4, + (oî242 
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e analoghe per lo spazio di B. 
In definitiva si conclude col risultato esposto nel n. 1. 

6. - Corne è évidente dalla mancanza quasi compléta di simmetria 
e di possibilità di scrivere sinteticamente le (5), la risoluzione del 
sistema differenziale non mi pare affrontabile. 

Ho cercato di caratterizzare analiticamente almeno quel tij)o 
di trasformazioni in cui il sistema di superficie caratteristiche è 
un fascio di piani. 

Le equazioni più generali di una trasformazione di questo tipo 
tra due spazi S e S', a meno di omografie, si possono scrivere, 
scegliendo opportunamente il sistema di riferimento proiettivo: 

x' = f(x, y, z) 

V' = <?(2A ^) 

z' = tfts). 

Fissato un punto x, y, z dello spazio S e scritte le equazioni 
di una retta per esso 

x = x + It 

y = y + mt 

z = z + nt, 

essa sarà caratteristica se 

lfx + mfy + nfa yym + ytn <\>2n 

1%X + 2lMf*y + m%y + ¥vym*'+ 2?^mn + <pa8n* tp„n" 

+ 2lnfxz + 2mnfy2 + nY„ 

= 0 

dove le derivate s'intendono calcolate nel punto x, y, z. 
I minori estratti dalla matrice e uguagliati a zéro rappresentano 

tre cubiche di un piano le cui coordinate proiettive omogenee so
no l, m, n. 

La prima délie tre cubiche del sistema si spezza ed è: 

(17) «[mVlvp,,, + mn(2^yz - ^ , , ) + n ^ . ç » - <p/|>„)] = 0. 
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La (17) deve ridursi a n* = 0 perché si spezza in tre rette per 
l'origine e le altre cubiche non possono avère la n = 0 per tangente 
nei punti rappresentativi délie direzioni caratteristiche. 

Perciô çpyy = 0, non potendo essere tyz = 0. 
Si ha 

Inoltre 

cioè 

da cui 

cp = yh{z) + q(z). 

¢, = ch\z) 

ty = c[h*(& •(z)dz. 

La trasformazione diviene allora del tipo 

f x1 = /(x, y, z) 

(18) J y' = yh(z) + q(z) 

[ Z' = h*(z)dz. 

E subito visto che le (18) rappresentano la più générale trasfor
mazione del tipo voluto con cui il sistema di superficie caratteri
stiche è un fascio di piani, e che ogni trasformazione del tipo (18), 
che non abbia coni di direzioni caratteristiche, è del tipo voluto. 

Oiô si deduce dalle seguenti considerazioni: 

1) tutte le direzioni caratteristiche devono s tare sui piani del 
fascio per la forma délia (17); 

2) su di una coppia di piani corrispondenti non ci possono 
essere più di tre direzioni caratteristiche ;-

3) una direzione caratteristica deve sempre essere semplice, per 
i risultati citati délia MARTINI ; 

4) taie direzione caratteristica nel nostro caso dà sempre una 
congruenza di rette che formano stella; 

5) ogni direzione non puô essere contata più di tre volte per 
la (17). 
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7. - Nel caso che i piani non formino fascio, ma inviluppino 
un cono, si puô supporre che il centro délia stella sia il punto 
improprio delPasse z e che i piani caratteristici siano dati da 

(19) y = lx + f(k). 

Il cono sarà l'inviluppo di tali piani. 
La trasformazione sarà del tipo 

x' = y(k)F(x, y, A) + H(,.) 

(2°) V' = mF(x, y, l) + G(k) 

s' = L{x, y, z). 

Per la biuaivocità di questa trasformazione occorrerà limitare 
opportunamente il dominio sul piano x, y e ciô supporremo impli-
citamente nel seguito. Tali trasformazioni risultano perciô definite 
in un conveniente dominio, che nei due spazi risulterà un cilindro. 

Con le notazioni del numéro précédente, una délie cubiche 
indicatrici délie direzioni caratteristiche sarà data, tenendo conto 
anche délia (19) da 

(21) 

dove 

A B 

C D 
=:o 

A = cp'(m — lk)F + <p[(FJ - Fvm)(x + f) + Fx(m - IA)] + H'(m — Ik) 

B = <b'(m — lk)F + WFJ - Fym)(x + f) + Fx(m — IX)] + G'(m — Ik) 

C = (m-lkY(x+f)(<p"F+ 2<p'Fx + Fxx+H") - f"(m - lk)(y>+Fx-H')+ 

+ 2(x + t')\m - lk)[y'(FJ + Fym).+ ^(FXJ + FXym)\ + 

+ 2(x + f)(m - ll)ltp + Fx - H')+y(x+n'(FxJ+2Fxvlm+Fyvm>) 

D = (m- lk)*(x+t')W'F+2VFx+Fxx+G")-t"(m-l\)W+Fx- G')+ 

+ 2(x + mm - HW(FJ + Fvm) + tyFXxl + FXym)] + 

+ 2(x+f)(m — lk)l(<b'+Fx - G')+<b(x+fY(FxJ+2Faylm+Fyvm'). 



4 8 0 MARIO PEZZANA 

B subito visto che se 

FJ + mFy = 0 

FiJ + FXym = 0 

(22) FœmV + 2Fœylm + Fyym* = 0 

H' = Fx + 9 ' 

G' = J \ + <j/, 

la (21) si riduce alla retta m — IX = 0 contata tre volte. 
Le prime tre délie (22) danno 

F = hx —- y + fc(A). 

Perciô le al t re . due danno 

H(X) = fcft) + <p(*) 

con & costante e h(X), ^(A), (|J(Â) funzioni arbitrarie. 
Con lo stesso ragionamento del numéro précédente si vede allora 

che le trasformazioni 

x' = cp(À)[fcx - y + h(X)] + h(l) + çp(X) 

y' = <b(\)[kx - y + h(X)] + h(X) + ty(X) 

z' = L{x, y, z) 

sono del tipo voluto, anche se questa volta non sono le più generali. 
I l caso délie superficie caratteristiche non piane porta ad un 

sistema differenziale la cui integrazione présenta gravi difficoltà 
anche per trovare soluzioni particolari. 

Pervenuta alla Segreteria delVTJ.M.l. 
il 5 gennaio 1966. 


