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Sulla formulazione intrinseca délie equazioni 
délia magnetofluidodinamica (*) 

Nota di GTOXIO M A T T E I (a Pisa) (**) 

Sunto. - Si effettua, nel caso stazionario spatiale, la formulasione intrin
seca délie equazioni délia Magnetoflnidodinamica sulle linee di cor-
rente e sulle linee di forza magnetiche. 

Si applicano poi le equazioni ottenute ad alcuni particolari moti 
m.f.d. Infine si esamina il caso del fluido viscoso in moto stazionario 
spaziale. 

Summary. - In this paper the intrinsic formulation of the équations of 
Magnéto • Fluid Dynamics on the streamlines and on the magnetic li* 
nés of force is given for three - dimensional steady flows. 

This formulation is then applied to some particular m.f.d. steady 
flows. Finally viscous three - dimensional steady flow is examined. 

I n t r o d u z i o n e . 

l u u n a b r è v e no ta del 1961 E . P . K A N W A L [1] ha scrit to i n 
fo rma i n t r i n s e c a r e l a t i v a ai le l inee di co r ren te ed ai le l inee di 
forza m a g n e t i c h e le equaz ioni fondamenta l i magnetof lu idodinami-
che (m.f.d.) di u n fluido non viscoso e non condut tore del calore 
i n moto s taz ionar io spaziale , t r a scu rando l 'azione dél ie forze 
e s t e r n e di o r ig ine non e le t t romagne t ica e dél ia cor ren te di spo-
s t a m e n t o e r i t e n e n d o in f in i t a la conducibi l i tà e let t r ica . Successi-
v a m e n t e ne l caso di moto piano e B (vettore induz ione magnet ica) 
g i acen te n e l p i ano de l moto P . K U M A R [2] h a esamina to il corn-
p o r t a m e n t o su l le l i nee d i co r ren te e o r togona lmente ad esse del 
sudde t to fluido e N . A. W A R S I [3] ne h a discusso il comporta-
m e n t o r e l a t ivo a i le l inee di forza magne t i che . E . G R A N D O R I 
G-TJAGENTI [4] poi ha usato p e r lo stesso fluido le equazioni 
i n t r i n s e c h e r e l a t i ve ai le l inee di cor ren te ed h a fra l 'a l t ro esami
n a t o i l caso i n cu i in ogni p u n t o B é para l le lo a v, sofferman-
dosi i no l t r e ancora sul caso p iano. 

(*) Lavoro effettuato nell'ambito del Gruppo di Ricerca n. 7 per la 
Matematica del C. IS". R. 

(**) Istituto di Matematiche Applicate Fac. Ingegneria Università, 
Pisa. 
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Riprendendo qui la questione si usa un modo di procedere 
dtverso da quelli in [1], [2], [3], [4] nella formulazione intrinseca 
délie equazioui m.f.d. relativa aile linee di corrente ed aile linee 
di forza magnetiche nel caso spaziale. 

Si applicano poi, deducendone vari risultati, le equazioni otte-
nute ai seguenti casi : 

a) il moto, simmetrico rispetto ad un asse, avviene nei piani 
meridiani passanti per Tasse e B giace su tali p iani ; 

o) il moto avvieae corne nel caso a), ma con un B tutto tra-
sversale. 

l a entrambi i casi si escludono dalle nostre cousiderazioni i 
punti delTasse. 

Si fauuo inoltre alcuue osservazioni sul caso iu cui B abbia 
direzione costante. 

Da ultimo si effettua, nel caso spaziale, la decomposizioue 
intrinseca, relativa aile linee di corrente, del vettore rot rot v, 
necessaria qualora si debba prendere in esame anche l'effetto 
délia viscosità. 

1. - Equazioni fondamental!. 

Per il fluido in questione (1) le equazioni fondamentali sono: 

<1-1) P [2 3 r a d v* + r o t " A " J = — g r a d P + i ^ r rot BAB, 

<1.2) rot [B/\v) = 0, (1.3) div B = 0, 

<1.4) div (?V) = 0f (1.5) fl«, ,,, p) = 0 , 

<,6, | - 0 . 

In esse e é Teuergia specifica interna, y\ Tentropia specifica, s 
ia coordinata curviiiuea sulle linee di corrente e gli altri simboli 
hanno il significato abituale. 

(') Per quanto concerna le equazioni intrinseche ed il loro uso nella 
Meccanica dei fluidi ordinari uno studio organico ed approfondito tro-
vasi in C. TRUBSDELL [5] (cfr. anche la Bibliografia ivi indicata) e in 
J . SBRRIN [6] Sect. 20, 41, 70. 
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La (1.6) é la forma che, in assenza di fenomeni dissipativi, 
assume l'equazione dell'energia (cfr. [5] Eq. (25)i). 

Avendosi per un fluido di cui (1.5) sia l'equazione di stato: 

(1.7) grad (e + ? ) = T grad vj + - grad p, 

con T temperatura assoluta, alla (1.1) si puô dare la forma: 

(1.1') rot v/\v = T grad r\ — grad H + j rot B/\B, 

dove H = e + p/p + Q%\2 é Pentalpia totale; la (1.1') puô riguar-
darsi corne Fespressione del teorema di CBOCCO - YAZSONYI in 
m.f.d. 

A. - Descrizione intrinseca sulle linee di corrente. 

2. - Caso spaziale. 

Siano c e T,la curvatura e la torsione délie linee di corrente* 

f, n, 6 il triedro intrinseco sinistrorso ad esse relativo e - r , T - * 
ds' dn* 

d 
-jj- le corrispondenti derivate direzionali. 

La (1.1) proiettata su t9 n, b dà: 

{2A) ?Vd-S = - £ + 4^ r 0 t B^B * *• 
( 2 '2> P̂ c = - | + i r o t ^ A B x „ , 
< 2 3 > ° = - I + èrotBAfix6. 

Per la (1.2), prendendo spunto dal modo con cui in [6j Sect. 
20 si ottiene la decomposizione intrinseca del vortice (2), si ha: 

(2) Taie decomposizione é stata data per primo da A. MASOXTI [7| 
p. 869. 
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tp np bp 

461 

d 
ds 

np 

_d_ 
dn 

d 
db 

v(Bbn — B„b) x tp v(Bbn — Bnb) X np v(Bbn — Bub) X bp 

dove P é il punto in cui si desidera calcolara rot (B Av) e s, n, 
b si comportano corne coordinate rettangolari fisse con origine in 
P . 

Effettuando le derivate, valutando il tutto in P e tenendo conto 
délie formule di FRENET - SERRET si ottiene proiettando succes-
sivamente su £, n , 6 : 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

dn 
vBbb X~^+ vBun x 

db d(vB„) d(vBb) 
db dn db 

= 0, 

La (1.3) assume la forma: 

(2.7) B,dtvt + Bndivn + Btdiv 6 + ^ + - ^ + - ^ = 0 ds dn db 

e la (1.4): 

(2.8) « + P , d i v , = 0. 

Il sistema (2.1) • (2.8) dà la cercata espressioue intrinseca del 
sistema (1.1) -(1.4). 

3. - Caso a). 

Siano x, r, ^ (r=^=0) coordinate cilindriche ortogonali e i , u , 
N la corrispondente terna sinistrorsa di versori. Con tali coordi
nate il caso é caratterizzato da : 

= 0, 

v = vjr, x)i + vr(r9 x)u, B = Bx{r, x)i + Br{r9x)u. 
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Detto îp l'angolo che v forma con t, introdotta la curvatura 
do 

K=-j-L délie traiettorie délie normali principali aile linee di 

corrente si ha : 

dn __ dt 
-dn-=-Kt> dS = Cn (-£)• 

Tenendo présente queste e usando il procedimento visto per 
la (1.2) si trova la seguente espressione intrinseca di rot B e 
quindi anche del vettore densità di corrente: 

- • - ( * . + M + ̂ - £ ) » . 
Conseguentemente le (2.1) e (2.2) divengono: 

M -£--£-è(*.H-w+S-2). 

« ^~2+ê(*+«+*-S)-
Da (3.2) si deduce, in particolare, che le linee di corrente sono 

rettil inee in una regione se ivi la pressione é costante sulle tra
iettorie délie normali principali e Bt = 0. 

La (2.3) indica il fatto ovvio che p nel caso in esame non 
varia lungo le linee coordinate S . 

P e r l'equazione del campo magnetico, tenendo présente che in 
db 1 

questo caso é: -TT = u , abbiamo che (2.6) é identicamente sod-

disfatta e da (2.4) e (2.5): 

e quindi si ha l ' intégrale: 

(3.5) rvBn = cost. 

É appena opportuno far rilevare che l'intégrale (3.5) é una 
conseguenza del tutto générale délia equazione del campo 
magnetico. 
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La (2,7) essendo ora: 

div t = K + - -v-, div n = — c + - - j - , 
r as r dn 

diventa: 

(3.6) BtK - B..C + J = 0; 

e la (2.8) : 

(8-7) * M + J r „ p = 0 . 

Da (3.4) e (3.7) si ha facilmente la notevole espressione per la 
curvatura délie traiettorie délie normali principali aile linee di 
corrente: 

(3-8) 2r = ^[log(JB„/p)]. 

Per esempio se BJp é costante sulle linee di corrente da (3.8) 
discende che le traiettorie délie normali principali sono rette e 
viceversa; etc. 

Se é: B — B{r9 x)n in (3.2) scompare il termine magnetico e 
(3.1) diventa, introdotta la pressione totale p = p + P2/8it[i.,: 

M "t — ÏS' 
e quindi, per (3.8), qualora sia P/p costante sulle linee di cor
rente, (3.9) coincide con la corrispondente fluidodinamica con p 
al posto di p. 

Da (1.7) per (1.6) si ha : 

Idp d 

tenendo présente questa e la (3.8), da (3.9) si ricava l ' intégrale: 

(3.10) ff+B«/4*w> = i ï , 

con E costante sulle linee di corrente, analogo a quello di 
BERNOULLI per il fluido ordinario. 
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Si osservi che l'intégrale (3.10) non é subordinato ad una 
forma particolare dell'equazione di stato. 

Se poi il fluido é barotropico é costante suller linee di corrente 
il trinomio: 

/ 
dp v^ B2 

~l ô r p 2 47mp ' 

Da (3.3) e (3.6) si ricava facilmente: 

_ _ 1 dv 
~ v dn 

che sostituita in (3.2) dà: 

(3 11) y dV = dp 

' " dn dn ' 

per cui se in una regione p é costante sulle traiettorie délie 
normali principali (che in questo caso coincidono con le linee di 
forza magnetiche) su di esse é pure costante v e viceversa e in 
quella regione le linee di corrente sono rettilinee. 

La (3.11) per (1.7) diventa: 

£(. . /9-.-p/rt+rg.o, 

e nel caso barotropico fornisce l'ulteriore intégrale: 

(3.12) £ _ ! * = * . 

con JS* costante sulle linee di forza magnetiche. 
La formulazione intrinseca quindi nel caso in esame ha for-

nito, fra Taltio, i due integrali (3.10) e (3.12) 

4. - Caso b). 

Nel sistema di coordinate cilindriche usato in a) questo caso é 
caratterizzato da: 

v = vx(r, x)i + vr{r, x)u, B = B(r, x)N. 

Abbiamo col solito metodo per Pespressione intrinseca di rot B: 
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„ 1 
rot. B = -

r 
djrB) d(rB) 

dn ds 

e p e r conseguenza le (2.1) e (2.2) d i v e n t a n o : 

dv__dp 1 P djrB) 
^ ' * ? ds~ ds 4*1/. r ds 

(4.2) p u ? c = _^__i-*^. 
1 7 r dn 4 - ^ r dn 

L a (2.3), anche qui , indica l ' i nd ipendenza di p da ^ . 
L e (2.4) e (2.5) sono iden t i camen te soddisfatte e (2.6) fornisce : 

per cui condizione necessar ia e sufficiente affinché s iano re t t i -
l inee le t ra ie t to r ie délie no rma l i p r inc ipa l i aile l inee di co r ren te 
é che v B sia costante su ques t ' u l t ime . 

L a (2.7) é o ra iden t i camente soddisfatta e la (2.8) d i v e n t a (3.7). 
D a (3.7) e (4.3) si r i cava con facili calcoli l ' i n t ég ra le : 

(4.4) P/pr = G 

con G costante sulle l inee di cor ren te . 
D a ques t ' u l t ima e da (4.1) si deduce che anche in ques to caso 

come ne l p récéden te sussiste l ' in tégra le (3.L0) cioé la somma del-
l ' en ta lp ia totale e di P^TÏIAO é costaute sul le l inee di co r ren te . 

I n questo caso qu ind i la formulazione in t r inseca fornisce, f ra 
l 'a l tro, due i n t e g r a l i sul le l inee di cor rente . 

5. - O s s e r v a z i o n i sul c a s o i n cui B a b b i a d i r e z i o n e c o s t a n t e . 

Questo caso é stato esamina to da E. R. S U R Y A N A R A Y A N [8]. 
Osserviamo q u i che essendo pe r (1.3): 

^ rot . BAS = - g r a d JB*/8*y. (3) 

(3) Se é conservativo il vettore T rot B/\B sono applicabili i teo-

remi di HELMHOLTZ sui vortici secondo quanto stabilito da C. AGOSTI-
NELLI in [9] p. 126. 
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le Eq. (3.8), (3.9), (3.10) di [8]: 

dv dp , , dp _ dp 

appaiono immédiate da (1.1). 
Con la semplice sostituzione di p a p si trasportano al caso 

m.f.d. in esame altri noti risultati fluidodinamici : per es. la Eq. 
(19) ottenuta da R. P . K A N W A L in [10], che esprime la curvatura 
délie l inee di corrente in termini del gradiente di pressione, da 
subito la Eq. (3.16) di [8[; per l'analoga relativa alla torsione cfr. 
l'Eq. (21), di [5] . 

Per quanto riguarda la funzione di B E R N O U L L I ([8] N . 4) os-
serviamo che se il fluido é incomprimibile l'accelerazione dériva 
dal potenziale p/p per cui le superfici di BER3STOULIJI esistono ed 
hanno equazione: 

Pi? + v*fà — cost 

e si trasportano in m.f.d. i risultati relativi ai moti che preser-
vano la circolazione (cfr. per questi [5] n. 6). 

Se il fluido é comprimibile si trasportano ancora in m.f.d. i 
teoremi di BERNOTJLLI e di CROCCO • V A Z S O N Y I se é giustificabile 

una equazione di stato délia forma: 

B. - Descrizione intrinseca sulle linee di forza magnetiche. 

6. - Caso spaziale. 

Siano c' e T' la curvatura e la torsione délie l inee di forza 
magnet iche, t\ n', b\ i l triedro intrinseco sinistrorso ad esse re-

d d d 
lativo e - ^ 7 , -jj—,<> -j|g7 le corrispondenti derivate direzionali. 

Tenendo présente la decomposizione intrinseca del vortice ([7] 
p. 869) abbiamo analogamente: 

(4) Taie equazione di stato si présenta, corne é stato raesso in luce 
da H. G-RAD in [11] al N. 4, se, oltre ad avère B direzione costante, il 
raoto awiene nel piano normale a fi. 
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»<*-*v+§«'+(**-£)*'. 
dove Ap = rot t' X t' é Tanormalità délie l inee di forza magne
tiche, e conseguentemente : 

La (1.1) proiettata su £', n', b' dà perciô: 

(M e ^ — A . * * ) — £ . 

IU, p ( ^ + „ , „ A „ x t . ) _ _ i . 

Dette ^ , vSJ vz le componenti di v su f', n, b\ la (1.2) forni-
sce tre equazioni scalari che si deducono da (2.4), (2.5), (2.6) scam-
biando s' con s, n' con n, b' con b, r con T, t;2 con Bn, vz con Bb 

e JB con v. 
La (1.3) diventa: 

(6.4) ™+Bdivt, = 0> 

e la (1.4): 

,/. =* ^(Pwi) , d(pv2) , d(pv3) 
(6.5) dtf + d^~ + dF + pw> d i v *' + Pv* d i v "' + ?v* d i v *' = °-

(5) A questa espressione si giunge anche tenendo conto che: 

rot fi/\B = (fi grad) * — grad B2/2 e che 

dB dB 
(B grad) fi = B ^ = B^, t' + BVn'; 

essa trovasi ricavata in questo modo in S. LUNDQUIST [12] p. 305 (cfr-
anche C. AGOSTINELLI [13] Eq. (1.24)). 
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7. - Caso a) 

Abbiamo, detta K' la curvatura délie traiettorie délie normali 
principali aile linee di forza magnetiche,: 

l > , T^ , dv% dvl \ t, r o t c = ^ | C +v,K + — -—)b, 

e per conseguenza le (6.1) e (6.2) diventauo: 

<7.1) 
/ 2 ( , , Tr. , dv% dvA dp 

«* ^ + - ( - ^ + 3 - ¾ ) dn' 4itu. 

Da (7.1) si deduce, iu particolare, che se v é costante sulle 
linee di forza maguetiche anche p é costante su di esse qualora 
il moto sia irrotazionale oppure sia v parallelo a B; da (7.2) che 
se v é costante lungo le traiettorie délie normali principali aile 
linee di forza magnetiche su di esse é pure costaute p qualora 
sia c' = 47t[/.p|rot v\vJB'2. 

Per l'equazione del campo magnetico abbiamo (cfr. (3.3) e (3.4)): 

(7.3) 
d(rBv%) 

= 0, 
d(rBvt) 

dn' 
= 0 . 

La (6.4) dà: 

<7.4) r-d-s^ + BK-°> 

e la (6.5), se p non dipende da ^ (fatto questo che si verifica 
dp \ 

senz'altro nel caso barotropico essendo —— = 0 : 

d{rpvt 
{7.5) ^ + - ^ ; - + ^ ^ ' - ^ = o -

Da (7.3)! e (7.4) discende la notevole espressione délia curva
tura délie traiettorie délie normali principali aile linee di forza 
magnetiche : 

{7.6) J T ' - l dV* 
v9 ds 
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Da questa discende ad esempio che se vt é costante sulle linee 
-di forza magnetiche le traiettorie délie normali principali ad 
•esse sono rettilinee e viceversa; etc. 

Sostituendo (7.6) in (7.5) abbiamo per c': 

, 1_ 
~~ prv2 ds' "*" dn' ^prvzds' 

Per quanto riguarda il caso b) , avendosi t' = N, n' = — u e 
h' = if la descrizione intrinseca sulle linee di forza magnetiche 
<coincide con quella in coordinate cilindriche; per quest'ultima si 
ri manda a T. ZEUXI [14] dove trovasi tratfcato il caso più générale: 
B = BJr, x)i + Bv(r, x)a + Bj>(r, x)N, v = vJr* x)i + vr(r, x)u + 
-+ v&(r, x)N con un'equazione di stato adiabatica. 

C. - Fluido viscoso. 

8. - Qualora non sia trascurabile la viscosità del fluido per la 
descrizione intrinseca si procède allô stesso modo. Bisulta ora, in 
générale, necessaria la decomposizione su t, n , b di grad div v 
<(immediata) e di rot rot v = rot (d- Per quest'ultimo vettore, detta 
A la anormalità délie linee di corrente, svolgendo con lo stesso 
metodo usato per la (1.2) e tenendo présente che: 

dt . dt 

si giunge nel caso spaziale all'espressione : 

/ Q 11 ™+ / ^ / A i d 0>b ^w« i t dn db\ 

{8.1) r o t a > . ^ + _ _ _ + B i i 6 x _ _ W t l l X _ j f + 
(do), do>b dn , db\ I efco,, , 

do)t dn db 

Da (8.1) si deduce nel caso piano : 

JQ o\ J , ^ du dw 

{8.2) „ * « - _ , _ _ „ , 

« nel caso di simmetria assiale : 

[ d(rbi) d{roi) 

) » • 

(8.3) rot iù = -
r 

31 

dn t ds n 
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con 
dv 
dn 

i n e n t r a m b i i casi . 
L e (8.2) e (8.3) coincidono con que l le da te in [6] sect. 70. 
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