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Approssimabilità di irrazionali p-adici mediante 
numeri razionali. II. (*). 

G A E T A N O R O D R Ï Q U E Z (Milano) 

Sunto. - Si riprende la dimostrasione fatta in un précédente ïavoro ri-
guardante Vapprossimabilità di irrazionali p-adici mediante numeri 
razionali e si migliora la costante C che figura neîla funsione 

i 

n H ^ C f l o g l o g l o g i ï , . ) " . 

1. I n t r o d u z i o n e . - Risultati. - I n questo Ïavoro si s tudia u n a 
ques t ione di approssimabil i tà . degl i Jalgebrici rea l i e p - a d i c i me­
d i an t e n u m e r i raz iona l i . A taie a rgomento ho già dedicato una, 
m i a p récéden te r i ce rca [3] al la qua le r i m a n d o il le t tore anche pe r 
e v e n t u a l i not iz ie b ib l iogra fiche. 

D a quan to sa rà esposto ne i n u m e r i successivi r i su l t e r à il 
s eguen t e 

T E O R E M A . - Sia 

(1) F{x) = a,xn + a ^ » - 1 + ... + an = 0 

una equazione a coefficienti razionali interi di grado n>2, irridu-
cibile nei campo razionale e priva di radici multiple, la quale am-
metta una radiée Ç nei campo reale, una radice Ç, nei campo 
p^adico, ..., una radice ï,t nei campo pt-adico, dove p M ..., p , sono 
numeri primi distinti. Sia poi 2 = j kt | = | hljqi | una successione 
di infiniti numeri razionali distinti, con 

(hi, qt) = 1 e max ( | ht | , | qt \ ) > e% 

i quali verifichino la relazione: 

m i n (1, | Ç —kt | ) n min (l , | g, Cr — ht | F T ) < £ ff-<*r/tfty>, 
T 1 

dove 

Hi = m*x{\hl\9\qi\) e f(Ht) = 5 V l o g (4n) ( log log log Ht)~ï. 

(*) Lavoro eseguito neirambito dell 'attività del Gmippo n. 40 del 
Coraitato C. N. R. per la raatematica, anno 1965. 
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Allora si avrà: 

(2) ïhn" ^ ± ' = + 0 0 . 

Questo teorema è stato dimostrato in [3] nei caso 
i 

flHil = (8n+«)(logloglog ff,)~», con e > 0 . 

Con la présente ricerca vieue quindi migliorato il valore délia 
costante che compare al numeratore di f{Ht). 

2. - Esponiamo ora tre lemmi dai quali si desumerà il nostro 
teorema. Il lemma 1 e il lemma 2 sono tratti direttamente dalla 
monografia [2], alla quale rimandiamo il lettore per la loro diino-
strazione (1). 

LEMMA 1. - Sia 

F(x) = a,xn + a^x»-1 + ... + a1t 

con a0 =^ 0, a,,=^=0 e n > 1, un polinomio con coefflcienti interi 
che non abbia zeri multipli. Siano inoltre m un intero positivo e s 
un numéro reale tali che: 

0 <: s < ,3 , ms8 > log (4n). 

Siano poi ri, ..., rm m interi positivi e p l s ..., pm; al , ..., <rm; 
Tj, ..., TH( 3MI numeri reali positivi che verificano le condizioni: 

(3) I p f - 1 ^ Ï Ô ' l ^ - 1 ^ Ï Ô ' T;-1-^ (« = L - . «)• 

Esistono allora una costante positiva c, dipendente solo da 
F(x), e un polinomio non identicamente nullo 

Â(xl9 ..., xj= 2 ... 2 a i l} .„,*»!*» - a4"1 

con le seguenti propriété : 

(i) I coefflcienti «»!,...,* sono interi che soddisfano alla condi-
zione : 

I <*>h im I < c M - - + % , 

(i) Si veda [2J, 167 e 97. 



2 3 4 GAETANO EODRIQUEZ 

e ciascuno di essi è diverso da zéro soltanto se la corrispondente 
m-upla *,, ..., im verifica le condizioni: 

2 L» >(±-8\ 2 ^ 2 ^ < ( ^ + ^ 2 ^ 
u = 1 p. > U S) a~=1 p„ ' ttL cu<\2 + 8)J.X *u * 

(ii) Posto 

A • (<r -r \ - 1 fc+'-'+lmAfa, ..., ggw) 
J i ! - JHI- dXx3i ... ^ 

Ah jm(x> —> «0 è divisibile per F{x) per tutte le m-uple j^.-J,» 
tali che : 

m 4 /1 \ »* v 
0<Zjt<Zrlt...,0<Zjm^rm, 2 £ * < ; - _ s 2 ^ . 

(iii) Vale la seguente maggiorazione (2): 

4 / i , -. , / „ ( » , , - , a ï j « C*i + - + r „ ( l + scjr,... (1 + ¾ ) ¾ 

e quindi : 

AjUMijJx, ..., » ) < ? c n + . . . + r „ ( l + a ! ) r i + . . . + r m i 

I n pa r t i co la re , se fissiamo i p a r a m e t r i pu, (7MÎ T„ ne i seguente 
m o d o : 

2r 
P« = ff» = r « > T« = 2 + /•(ff ) *M = *' ' " ' m*' 

i 

dove è /"(#„) = 5 \ / l o g ( 4 n ) (logloglog Hu)~* e i n u m e r i Hu sono 
i n t e r i pos i t iv i scel t i in modo che si abb ia : 

^ t M
 x 2 — 1 0 ' 

(2) Dati due polinomi 

P(xi: ...f a s j = 2 ... S ailt.m.9i xji ... a*» 
•i=o i =o m 

Q(xlf ..., « J = 2 ... 2 bilt ...,« Wi'i . . «£* 

a coefflcienti leali, scriveremo P{xi9 ..., acm) ^ Q(xii ..., xm) per indicare 
che è | a*!, ..., * | < 6Ï1} ..., i per tutte le m-uple ilt ..., i . 
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risultano verificate tutte le condizioni (3) e il comma (i) si sosti-
tuisce con il seguente: 

(*') I coefficienti a^,... f « sono interi tali che 

I ailt ...tim | < c * + - +rm 

e ciascuno di essi è diverso da zéro solianto se la corrispondente 
m-upla verifica la condizione: 

S-)-<IhS+-) m. 

LEMMA 2. - Siano 0 < 8 <: 1, 6 > 1 numeri reali, e r19 ..., r m ; 
i î u ..., i ï m , con m>2. interi positivi tali che: 

(4) n t < * V - i S , r ^ l o g i ï ^ ^ l o g i ï , (u = 2, . . . ,m) , 

''-riî 

Siano poi ku=— (u = 1, ..., m) m nwnier* rasionaZi con 

(h„ , g j = 1 e max ( | fctt | > I 2» I ) = #«• 

/Sm inoltre: 

A(xl9 . . . , a c m ) = 2 ... 2 ^ * ï ^ i ... < m 

un polinomio non identicamente nullo a coefficienti interi tali che: 

I CMj, . . . , * | < & 

jper o</ni m-upla il7 ..., *m . 

Allora esiste una m-upla di interi non negativi j 1 9 ..., j m che 
soddisfa alla condizione: 

m j 

2 J— <^ 2 m + 1 S 8 m~1} 

e taie che sia 

3. - LEMMA 3. - Siano F0 î r l s ..., r ( numeri reali non negativi 
che verificano la condizione: 

r0 + r\ + ... + r, = i. 
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Sia inoltre 

2 = | &, | = | hjqt i, con (ht, q,) = 1 e H{ = max ( | ht | , i qt \ ) > e\ 

una successione di infiniti numeri razionali distinti. Allora, se 
sono veriflcate per ogni coppia hif qt le relazioni: 

i min (1, | Ç - kt \ ) < ff-iVH-flff,)> 

( 5 ) j min (l, j q& - fc, | P T ) ^ fl-rT(2+f<fft» (T = i, ..., t), 

dove î e ÏT sono rispettivamente una radice reale e una radice 
pT-adica délia (1), dovrà essere soddisfatta la (2). 

Per la dimostrazione procederemo per assurdo. 
Supporremo cioè che gli elementi di 2 verifichino le (5) e che 

la (2) non sia soddisfatta, e proveremo che ciô è impossibile. 

In primo luogo esporremo in questo numéro e nei n. 4 alcuni 
risnltati preliminari che ci consentiranno nei n. 5 di dimostrare 
il Lemma. 

Se la (2) non è verificata esisterà una costante c > 1 taie che 
per ogni i si abbia: 

e quindi per ogni numéro positivo X, opportunamente grande, vi 
sarà un elemento k{ di 2 per cui: 

Sia ora m uu intero positivo e poniamo: 

2 » 1 3 

(6) a = V l ° g ( 4 n ) , * = r = , 8 = e~m " 2'n~l, X= e* 
\m 

Poichè 2 contiene infiniti elementi distinti, è lim H{—+ oo. e 
i~-»-+00 

quindi è possibile scegliere m elementi di 2 che, con una nuova 
scelta degli indici, indicheremo con ki=hjql, ..., km = htlJqtlt, di 
altezza Hu>ee (u = 1, ..., m) tali che: 

(7) Xu<çHtt<:Xc
u (u = L ..., m), 

dove 
2 2C i ?£ 

(8) Xt =X, X%= Hf <ç X,*, ..., XIH = ff*m-i < * J U -
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Si avrà allora: 

giacchè per le (7) e (8) è: 

2 

log g w + l l o g X ^ t log Hw
s 

iogflw ^ iogg M iogflrB 

Quindi risulta: 
H ^ H ^ ... < H „ . 

Inoltre dalla (8) si ricava: 

/ 2C\U — 1 

A~s) (u = 1, ..., m), X>t<çX" * • « -

da cui 
12C\U — 1 /2C\M / ^ \ M 

H U < X . ^ < X C ^ J <xUi <zUi 
Quaudo m è opportunamente grande si ha poi: 

/2C\ni I m_i\\ 

= e ( 2 c ) " ' . 2 m » . e < m ! ! + M ) - 2 ' " _ * < e e e ' " ) 

t—i\V2c.e / 

w—l „ m 

e quindi : 

m 

Segue: 
5a 
\m 

e pertanto la somma: 
m 

per m opportunamente grande, soddisfa alla relazione: 

(10) <s>ba\Jm. 

Scegliamo ora i numeri interi positivi rx, ... s rm in modo 
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che sia: 

<n> ^ - 1 ^ 4 < 1 e r - S : r ' ^ 5 ; > r - - 1 («=2.-."•)• 
Si osservi in primo luogo che è : 

r^r2> ... > r m . 

Infatti, dalla 2a délie (11) si ricava: 

log ^ 
L ' l og f l . 

r„ = 

+ 1,80 f i , ==4 non è intero 

log S, log g , 
*"i ; T»- Ï se r. . •==- è intero : 

log Hu
 l log Hu 

e confrontando rH con le analoghe espressioni di ru—lf si ottiene: 

(12) ru < r t t _ l (t* = 2, ..., m). 

P iù esattamente si puô dimostrare che nella (12) vale solo il 
segno < . Infatti dalla (12) segue : 

e tenendo conto délie (11) e délia (9), si ha: 

ru log Mu = ( l + ^~i) (••- ~ l ) l 0 S A» < ( l + — Z - î ) »-i log F, <£ 

(13) 

^ + ¾ r, log 27, <; 2r.log H , . 

Quindi : 

2ru_x log # „ _ , > 2r, log H, > rB log Hu, 
cioè : 

1 log i7„ 1 2 1 
^ - 1 > 2 l o g H ^ r« ^ 2 8 r« = 8 r« (w = 2 ' ~ ' m ) ' 

da cui 

rl>rt> ... > r m , 

e di conseguenza: 
m 

2 r t t ^ w r , . 
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4. - Supponiamo ora che siano verificate le prime due délie (6), 
Allora, per m opportunamente grande risulterà: 

Pertanto, posto corne al n. 2: 

(14) p„ = <ru = ru e TU = M 

2 + flflJ' 
e scelti gli Hu in modo che sia verificata la 3a délie (3), esisterà 
per il lemma 1 un polinomio 

A(xn ..-, xm)= 2 ... 2 aix i xfi .,. x% 

con le proprietà (i'), (ii), (iii). A taie polinomio, con la particolare 
scelta dei numeri ru operata al n. 3, è possibile applicare il Lem­
ma 2 perche quando m è opportunamente grande, risultano veri­
ficate le condizioni: 

TT ^ „ F m ( m - i ) (2m+i) _L r $ 

in quanto è : 

Hl>X=e2*m\ 

Per il Lemma 2 esiste allora una m-upla lx, ..., lm che veri-
fica le condizioni : 

m / i 

(15) 0 ^ , ^ ^ , . . . , 0 ^ , , , ^ , , , , 2 T L ^ 2 " + ' 8 ï = « , 

e per la quale è: 

*• '-(s ••-h)*»-
Dali'ultima délie (15), per m sufficientemente grande, si ricava 

m i 
infine per la somma A = 2 — : 

(16) 
i 

5. - Indichiamo con A(l) il numéro intero: 

* • = * • > - * • * • . & y . 
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che, per quanto si è detto al numéro précédente, risulta di verso 
da zéro. 

Yogliamo ottenere un maggiorante di | A(l) | . 
Sviluppando con la formula di TAYLOR si ha per ogni a: 

A(xx,.„, xj = 2 ... 2 Ail9 ..., i (a, ..., a) (x, — a)n ... (aM - a)7»*, 
/ i - o ?„=o 

e quindi : 
Aiu „.,im(xx, ..., xm) = 

(17) 

i 
m m 

in cui si è posto [ ^ 1 = 0 se j u < ZM. 

Allora, assumendo xu = &tt (¢¢ = 1, ..., m) e a = Ç, si ha : 

(18) Ali} ~= qf* ... ¢ - 2 ... ï Au . . . , ^ ... Ç| ( ' ' ) ... 

• " ( î " ) <&1 — V1"1" »• (*™ — C) /m " ' " > 

dove per il comma (ii) del Lemma 1 è Ajlt ...,/ (Ç, •», ?) = 0 
per tutte le m-uple j i , ..., '̂m che verificano le condizioni: 

m A / 1 \ M» «» 

0 ^ . / , ^ , , . . . , 0 ^ . / , , , ^ ^ , 2 '-=< 5 - a s T ' 

Pertanto basta estendere le sommatorie di (18) a tutti i sistemi 
i * = ( i i , - , 3m) Per i quali 

m A / i . m *• 

(19) I .^J . -Sr , , ..., lm<jm^rm, 2 J ' > i _ s 2 -*. 

Posto i? = max ( | a0 | , | a, |, ..., | a„ | ), per il comma (iii) del 
Lemma 1 e per la nota relazione ] Ç | <ç 1 + B, si ha inoltre: 

I AU ..., jjl9 ... , Ç | < c ^ + ... + rB(l + | Ç | )n+ -. + % < 

^ C™r*{l + i Ç | )mri < [c(2 + E)]»»i = C ^ i , 

dove Ci — c(2 + B); e poichè è : 

( t k ! (*)=•«•• 
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si ncava : 

.s.-V *.«•-• O - (9 * 
ri rm 

< 2 ... 2 0 ^ 1 - 2 / 1 + - + ^ = 
/ i = o j m = o 

= 0 ^ ( 2 ^ + 1 - 1 ) ... (2 rm+ 1 — 1) < C ^ i - 22n ... 2 2 ^ ^ ( 4 ^ ) ^ 1 . 

Nei caso T 0 > 0, per le (5) e (19) e per le seconde délie (14) e 
délie (4), risulta: 

max | *! — ? | Î '1 - '1 ». I km— ? I jm"lm <, 

<ç max II Hu-To(*u-iw) («+f».) = 

m — 
= max n JffM- 2 r° (^- ï« ) T« ^ 

(71, . . . , ; m ) e / * « = i 

m j — l 

< max Hl ~ 2ri r° M ix - ^ - < 
(;i, - . / j e ? * 

— 2 ^ 0 
m r m l 

Inoltre è: 

! i « = î ( 
ri TW « = l \ 

, 1 \ TTb I Tn * 

1+~2~J = « + g' 

ed essendo: 

* - i 
1 9 1 

— Ï6 ' e P e r c i ° T» ^ ïô Tu > 2 r " ' 

si ricava: 
m 7 m 7 

2 ^ <^2 2 ^ = 2 A . 
M = l " " U a l « i rn 

Quind i : 

max | kx — Ç | n-*i . . . | fcw — Ç | ^ 

H, 
-,nr,[(I_.)(«+i)_ lA] 

16 
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Per la (13) si ha poi: 

g," ... ft^sïH,'. . . H><H I
r '+ r i ( m-1 )(1 + ̂ ) = H l

r i ( 1 + m -^ , 

e pertanto si ottiene : 

(20 | Ail} | < (4Cl)-i H / 1 ! 1 + m - ^ " 2 r ° [ ( 2
L - s ) K F ) - 2 A ] !. 

La précédente maggiorazione vale anche se ro = 0. Infatti, 
posto nelta (17) a = 0 e xu=ktl (u = 1, ..., m), si ha: 

^,,, = « , - » « > . 2 ". 2 4 , , y (0, 
< ) • • 

e quindi 

I A ( l , | 2 ... ^ 
/ i=0 7„ 

< c™n • 22n ... 22rm.Hl " w> < ( 4 c ) w r i - H , \ m ' 

Cerchiamo ora un maggiorante di | AG) |PT. Si ha : 

^ , = 9 . ^ - «> 2 - 2
 ^ I . , . . . , I M K T , .... Cx) KM ... 

?"i=° ;„=o V*i/ 

... (ytfc.-w1""-11..- l*w-W^ 

= ¢,1+1.-11 ... g £ 

, —l 
'ira ni ; 

**L r n i /A v 

rM+ïw-/m 2 ... 2 AU u ^ > . . . . ^)(y) 
îi = ° 7m= ° 

Wi« - * » ; 

e poichè risulta: 

| qrx + li-h ... (jf'm+'m—^m | pT < 1. 

M ? , /MCT, ... ? T ) | p T < : i m a x ( l , | Cr !p T ) l m r , . 

( t t - f c ) P T ' 
1, 
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*, ?T«, ift-'1 .... I h„- ^qM | ' • " " ' " ^ n #„-rTOM-M<3+A"J>< 

<fli-^[(ï-)f-+f)-A] 
si ricava : 

(21) I il,, |pT< Hr^ Kï-0 (-+1)-^] imaxd, | ^ ) 1 -

che è valida anche se TT = 0, in quanto A{t) è intero e il 2° mem-
bro délia précédente non è inferiore a 1. 

Osserviamo ora che per una nota propriété délie valutazioni 
p-adiche è: 

122) \A„t\n | ^ „ | , T > 1, 
T—1 

e inoltre si ha ('j: 
t 

n max (1, ÇT | P T ) < B. 

Allora dalla (22), tenuto conto délie (20) e (21), si ottiene: 

da cui: 

( 4 J B C 1 ) ' H > H 1 i^2 )\ 2> J * . 

Intanto, per la 2a délie (6), per la (10) e per la (16), quando m 
è sufficientemente grande, si ha: 

2[g-S)(m + ; ) - 2 A ] - l - m + ^ > 

^ (â - •) &™+°) - 5 - M. + ^ 2» 

> (- 7=) (2m + 5oVm) — 5 — m -\ = 
— \2 X'ml . ' m 

= ? « V m + - — ô ( a ' + l ) > ^ a\/m. 

(3) Si veda [t], 701. 
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Quindi, quando m è opportunamente grande, sarà: 

da cui 

{iBc,)1" ̂  H, * 

H . ^ B c ^ " 

la quale, per m abbastanza grande, contrasta con l'ipotesi: 

Da questo assurdo discende il Lemma 3. 

Mediante il Lemma 3, con considerazioni del tutto simili a 
quelle contenute nei n. 6 di [3] si dimostra infine il nostro teorema. 

BIBLIOGRAFIA 

fl] K. MAHLER, Zur Approximation algebraischer Zahlen, Math. Annalen, 
107 (1933), 691-730. 

[2] , Lectures on diophantîne approximations, Univ. Kotre Dame 
(1961). 

[3] G. RODRTQUEZ, Approssimabilità di irra&ionali p-adici mediante nu­
meri razionali, Rend Ist. Lomb., Cl. Se., (A) 98 (1964), 691-708. 

Pervenuta alla Segreteria délVU.M.Ï. 
Vil giugno 1965. 


