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Sulle trasformazioni puntuali fra tre piani 

G-IULIA M A R T I N I (Bologna) (1) 

Santo. - Si espongono alcuni risultati relativi all'approssimazione (in terne 
regolari) délie trasformazioni puntuali fra tre piani mediante tra­
sformazioni quadratiche di Godeatiœ. 

1. - In una Nota récente, M. V I L L A ha considerato le trasfor­
mazioni puntuali fra tre o più spazi lineari ed ha messo in luce 
corne, nei problemi relativi all'approssimazione del 2° ordine con 
le trasformazioni da lui chiamate di G-ODEAUX, sia utile ricorrere 
alla rappresentazione sulla varietà di S E G R E . 

Inoltre il Y I L L A ha illustrato le osservazioni svolte esaminando 
il caso più semplice, quello délie trasformazioni puntuali fra tre 
rette ('). 

In un lavoro in corso di pubblicazione nei Rend. del l 'Accade-
mia délie Scienze di Bologna ho studiato il problema dell'appros-
simazione délie trasformazioni puntuali fra tre piani 7rt) T^, U3 con 
le trasformazioni quadratiche (di G-ODEAUX) (3) mediante la rap­
presentazione sulla varietà di S E G R E relativa ai tre piani. Ne l la 
présente Nota espongo i risultati conseguiti in taie lavoro riman-
dando, per le dimostrazioni, al lavoro stesso. 

2. - Sia © una trasformazione (o corrispondenza) puntuale fra tre 
piani 7cls TTS, TT3 e sia 0 „ 08, 0 3 una terna di punti corrispondenti. 

Assumiamo 0 l f 0 2 , 0 3 come origini délie coordinate cartesiane (o 
proiettive) su ir^ TT2, U8 e iudichiamo rispettivamente con as,, x%\ 
2/i» 2/st; Si» #2 tali coordinate (non omogenee) su icl9 7r2, u3. 

La trasformazione © sarà rappresentata da equazioni del tipo 

(1) « i = A ( » w xt> » u 2/2)» *t=fifai* x%\ »1. 2/2)' 

dove le funzioni fXJ ft si suppongono sviluppabili in série di po-

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Ricerca 
Matematica n. 26 del Consiglio Nazionale délie Ricerche. 

(8) M. VILLA, Sulle trasformazioni puntuali fra tre o più spazi lineari 
Bollettino dell'Unione Matematica Italiana, Ser. III, Vol. XX, p. 87 (1965). 

(3) M. VILLA, op. cit. nella (2), n. 2 
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t enze ne l l ' i n to rno dei p u n t i O, (0, 0), 02 (0.0) (4). 
Sia Tx la t ras formazione fra i p i an i TT,, 7T3 ne l la quale si cor-

r i spondono le coppie di pun t i (dei due piani) che assieme al pun-
to Oj cost i tuiscono t e r n e di p u n t i cor r i spondent i ne l l a da ta tra­
sformazione '©. A n a l o g a m e n t e sia T2 la t rasformazione fra i p i an i 
nl9 -ÎT3 ne l l a qua l e si corr i spondono le coppie di p u n t i che assieme 
al p u n t o Og cost i tuiscono t e rne di pun t i cor r i spondent i ne l l a da ta 
t ras formazione @. 

S u p p o r r e m o che la coppia (0 2 , 03) sia regolare | er T, e che la 
coppia (O,, 03) sia r ego la re pe r T2 (5). 

A s s u m i a m o ne i p iano •nl cône re t t e x1 = 0, #2 = 0, xl=xi le t re 
r e t t e ca ra t t e r i s t i che pe r O, dél ia T2. Ana logamen te assumiamo 
n e i p iano 7u3 corne re t te s 1 = 0 , s2 = 0, zx=&% le t re r e t t e carat te­
r i s t i che p e r 0 3 dé l ia T2 co r r i sponden t i r i spe t t i vamen te aile re t te 
Xj = 0 , as2 = 0, x , = a32 (6). 

A s s u m i a m o ino l t r e ne i p iano TT, corne pun to fondamenta le (1 , 
0,0) del r i f e r imen to proiet t ivo, il pun to corr i spondente , ne l la pro­
i e t t i v i t à ca ra t t e r i s t i ca ( re la t iva a T2) fra la coppia di re t te carat­
t e r i s t i che sc2 = 0, 02 = O, del pun to (1 , 0, 0) di TC3. Ana logamen te 
a s sumiamo ne i p i ano it, corne pun to (0, 1 , 0 ) il pun to corrispon­
den te , ne l l a p ro ie t t iv i t à ca ra t te r i s t i ca ( re la t iva a Ts) fra la coppia 
d i r e t t e ca ra t t e r i s t i che x}=0, ^ = 0, del pun to (0, 1, 0) di -JT3. 

A s s u m i a m o ino l t r e corne pun to ( — 1 , — 1 , 1) in 7^ il pun to 
co r r i sponden te , n e l l a p ro ie t t iv i t à ca ra t t e r i s t i ca ( relat iva a Tt) fra 
la coppia di r e t t e ca ra t t e r i s t i che x ,=a* 2 , ^ = 3 , , del pun to ( 1 , 1 , 0 ) 

(4) Più gênerai m en te una corrispondenza fra i tre piani è rappresen-
tata da equazioni del tipo 

(2) Fi,xl9 tt2; 2/i? y»; «i, *« )=0 , F2{xk, x>\ yi} y.2\ zL9 s2) = 0 

dove le Fit F9 amraettono derivate parziali prime continue. Supposto lo 
Jacobiano 

dFt 3-Fj 

dFo dF* * o 

dzi dz% 

nell'intorno délia terna di punti corrispondenti 0i7 02, 03, le (2) possono 
scriversi nella forma (1). 

(5) I n queste ipotesi diremo che la terna (01? 02» 03) è regolare per <5 
(6| Si suppone che le tre direzioni caratteristiche per 04 (per 03) 

nella trasformazione T2 siano tutt'e tre distinte. 
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di 7i3. Assumiamo inf ine corne p u n t o un i t à in 7r3 il p u n t o corr i ­
spondente , ne l la proie t t iv i tà ca ra t te r i s t i ca ( re la t iva a T2) fra la 
coppia di re t te cara t te r i s t iche xl = x2i zl = zi, del p u n t o ( 1 , 1 , 0) 
di TT,. Nei p iano -K2 assumiamo corne re t te yl = 0, y2 = 0, yx = yt 

le re t te r i spe t t ivamente cor r i spondent i ai le re t te 3, = 0 , z% = 0, 
zl = zi nel la proie t t iv i tà d e t e r m i n a t a fra i fasci di c e n t r i 0 2 , 0 3 

dal la Tt. 

Con ques ta scelta dei r i f e r imen t i pro ie t t iv i nei t r e p i a n i 7Tj, 
TT2, TT3 le equazioni (1) délia t rasformazione possono sc r ive r s i (7) 

^i=xi + ?yi~xixi + ^dl
tkylyk + lpl

tkx1yk+ [3] 
(3) 

*= = •»! + Pw« — n&% + 2 dl
ibyiyk + Zp\Kxtyk + [3] 

essendo S, d\k, pl,k, d2
lk, p2

1lc costaut i e ind icaudo con [3] l ' ins ie-
me dei t e rmin i in as,, ns2, yl, yt di g rado super io re al secondo 
(i , * = 1 , 2 ) (p=4=0) (8). 

L a va r i e t à di S E G R E r a p p r e s e n t a t i v a délie t e r n e di p u n t i de i 
t r e p ian i 7c,, 7ct, TT3 è la V6 (d 'ordine 90) a p p a r t e n e n t e al lô spa-
zio proiet t ivo S î e che ha le equazioni pa r ame t r i che (9) 

xikî = x*ykzi 

xl
v, = x* yk 

X\k = x, %h 

Xik = x, zk 

X\ = xt 

x\ = yt 

X\ = zl 

X0 = 1, 

essendo l e Z 0 l X\, X\, X*, X)k, X)k, X*ik, Xlhl le coord ina te pro-
ie t t ive in S26 (i, h, l = 1, 2). 

(7) M. VILLA, Lezioni di Geometria, Vol. I I , Cedam, Padova, pp. 305. 
307, 310 (1962). 

(8) Essendo la coppia (02 03) regolare per Tt è P=|=0. 
(9) C. SEGUE, Sulle varietà che rappresentano le coppie di punti di 

due piani o spazi, Uend. del Circolo Matematico di Palerrao, Vol. V , p. 
192 (1891). 
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Cons ide r a t a l a V4 r a p p r e s e n t a t i v a di <2 sul la V6 di S E G K E e il 
p u n t o P (di V4) r a p p r e s e n t a t i v o dél ia t e rna 0 , , 0 2 , 0 3 , VS (1) 
o scu l a to r e i n P a l l a V4 è i nd iv idua to dal pun to P e dai p u n t i de-
r i v a t i p r i m i P œ i , Px 2 , Pyl9 Pyi (10) m e n t r e P S (2) osculatore in 
P a l l a V4 è i n d i v i d u a t o dal pun to P , dai pun t i de r iva t i p r imi sud-
de t t i e da i p u n t i de r iva t i secondi P^a-s, Px2x2i Py\y\> Py*y2> 

Px1 y!, Paci 2/2 i Par 8 # i > * * a #2 » • * *i »"2 » •* *f i ?/2 • 

E s s e n d o l a t e r n a 0 , , 0 , , 0 3 r ego la re (P4=0), si d imost ra 
che i q u i n d i c i p u n t i suddet t i sono l i n e a i m e n t e ind ipenden l i . L 'S(2) 
oscu la to re in P a l la V4 è d u n q u e regolare , cioè è un S H . 

N e l P S26 a m b i e n t e , gli Si4 che passano pe r questo Su sono oo s0. 
D ' a l t r a p a r t e c iascuno di ta l i Su sega la V6 di S E G R E in u n a V4 

che r a p p r é s e n t a u n a t rasformazione quadra t i ca di G O D E A U X (11) 
che oscula l a d a t a t r as fo rmaz ione <3 ne l l a t e r n a di pun t i corri­
s p o n d e n t i 0 , , 0t> 0 3 (1^). 

P o s s i a m o q u i n d i conc lude re : 

D a i a ^ n a trasformazione puntuaïe fra tre piani, esistono oo 20 

trasformazioni quadratiche di Godeaux che la osculano in una ter­
na regolare di punti corrispondenti. 

Si t r o v a ohe le oo?0 t ras formazioni quadra t i che di GODEAUX 
oscu la t r i c i i n ( 0 , , 0 2 , 03) a G, sono r a p p r e s e n t a t e dal s is tema di 

(10) La V4 ha in P un punto seraplice. 
(11) M. V I L L A , op. cit. nella ^) , n. 2. 
(12) Due trasformazioni puntuali fra i piani jï1,ît2,7r3 

' Éfj = al{x{, -+ a12œ2 + biiyi -+- 6 ^ 4- - c)kXiXh -f- 2 d\ky%yK -h 

) + 2 *««<** •+- [3] 

z2 = a2ixt + of22
œ2 + b2iyi -h 62a2/2 HH 2 <£*»,•»*, -+- S d)kyïyk -+-

+ 2 *«*#* +13] 

S4 == a ' i i ^ -h a'12œ2 -h ô ' ^ ^ -+ b'i2y2 -+ S cĵ acœfc -h S d^t / fe 4-

®2 = o'2i«i + a'ss^a + ô'si2/i + 6'22#2 + s c^ocia* -+- 2 dlky,yk -h 

quando i due sviluppi di g{ e i due sviluppi di z2 coincidono fino ai ter-
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equazioni 

2 \kix} yk 0f + X, [$yt - et)xx — ($yx - zx)x%] + Xt [(ac1 — 0 ^ — 

ô 2 d « ^ V i — ^p\k
xiVh — g- 2 dJ. 2/, 0£ + 

+ (xx — 0J 2/2 + as4 02 — pa;^ , — a^ — py, + 0, + 
+ 4̂ 

1 v i* v 2 1 ^ J 3 i 2 dïj 
« 2 rï<,JS, y, — ± pik xfy& - ^ 2 dix y%zt + —^- (xx — zx) yt + 

+ xlzi — $xxyt - a s , i + ^ = 0, 

2 ^ i » , ykzt + p., [(py, - 01)ac1 - (Py, — 0,)«,] + ^ [(as, — 0,)», — 

— (xt — »Î)»I] + (*s p 2 <4 xx yt — 2 pi*a,»* ~ ^ 2 dj#, 0, + 

+ [*4 

2 d • 
+ _AL (^ — ̂ ) ^ + a , s , — pac.î/j — œ , - Py, + 2, 

2d?; 

+ 
-B

 2 <*« as,2/f -- 2 pitx,yk - ^ d h ^ a 4 — (x1 — s , ) ^ + 

+ a5,Ss — paj,yt — x s + ¾ = 0, 

dove XIt,, X,, Xj, X,, X4) ^ , , p , , p , , a,, |*4 sono parametri (*, &, l = 
1 ,2) . 

Infine si dimostra che: 
L'intersezione dell'S (2) osculatore in P alla VA con la V6 di Se-

gre è costituita dalle nove coniche che rappresentano le nove pro-
ietttività caratteristiche fra le coppie di rette caratteristiche relative 
aile trasformazioni 2 \ , Tt e alla trasformazione T3 fra i piani TCP 

7TB in cui si corrispondono le coppie di punti che assieme al punto 
03 costituiscono terne di punti corrispondenti in <3. 

mini di grado /i, si dira che si appros&imano nell'intorno di ordine h 
délia terna (04, 02, 03) o anche che hanno nella terna [Oi9 02 , Oz) un 
contatto d'ordine h. Se h = 2 si dira che le due traformazioni si oscu-
lano nella terna (01( 02, 03). 

La nozione di contatto ha carattere invariante per trasformazioni regolari 
qualunque sui tre piani. 

Pervenuto alla Segreteria deU'U.M.l. 
il 10 giugno 196o 


