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Sulle trasformazioni puntuali fra tre piani

GivLia MarrINI (Bologna) (})

Santo. - Si espongono alcuni risultati relativi all’approssimazione (in terne
regolari) delle trasformagioni puniuali fra tre piani mediante ira-
sformazioni quadratiche di Godeaux.

1. - In una Nota recente, M. ViLLA ha considerato le frasfor-
mazioni puntuali fra tre o piu spazi lineari ed ha messo in Ince
come, nei problemi relativi all’approssimazione del 2° ordine con
le trasformazioni da lui chiamafe di GoDEAUX, sia utile ricorrere
alla rappresentazione sulla varieth di SEGRE.

Inoltre il ViLLA ha illustrato le osservazioni svolte esaminando
il caso pii semplice, quello delle trasformazioni puntuali fra tre
rette (%).

In un lavoro in corso di pubblicazione nei Rend. dell’ Accade-
mia delle Scienze di Bologna ho studiato il problema dell’appros-
simazione delle trasformazioni puntuali fra tre piani =,, =,, =, con
le trasformazioni quadratiche (di GopeEaUx) (}) mediante la rap-
presentazione sulla varieth di SEerE relativa ai tre piani. Nella
presente Nota espongo i risultati conseguiti in tale lavoro riman-
dando, per le dimostrazioni, al lavoro stesso.

2. - Sia € una trasformazione (o corrispondenza} puntuale fra tre
piani =,, n,, =, e sia O,, 0,, O; una terna di punti corrispondenti.

Assumiamo O,, 0,, 0, come origini delle coordinate cartesiane (o
proiettive) su w,, m,, =; e indichiamo rispettivamente con z,, x,;
Y.s Ys; 21, 2, tali coordinate (non omogenee) su =,, m,, =,

La trasformazione @ sard rappresentata da equazioni del tipo

1) 2= (%, %53 Y1y Ya)s 2y=[, (@), T35 Y15 Ys)»

dove le funzioni f,, f, si suppongono sviluppabili in serie di po-

(1) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca
Matematica n. 26 del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(?) M. ViLLA, Sulle trasformazioni puntuali fra ire o pit spazi lineari
Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Ser. IIT, Vol. XX, p. 87 (1965).

(3) M. ViLLA, op. cit. nella (%), n. 2
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tenze nell’intorno dei punti 0, (0, 0), 0, (0.0) (‘).

Sia T, la trasformazione fra i piani =,, =; nella quale si cor-
rispondono le coppie di punti {dei due piani) che assieme al pun-
to O, costitniscono terne di punti corrispondenti nella data tra-
sformazione @. Analogamente sia T, la trasformazione fra i piani
m,, ®; nella quale si corrispondono le coppie di punti che assieme
al punto O, costituiscono terne di punti corrispondenti nella data
trasformazione €.

Supporremo che la coppia (0,, O,) sia regolare jer T, e che la
coppia (0,, 0,) sia regolare per T, (%).

Assumiamo nel piano w, cone rette x,=0, x,=0, x,=ux, le tre
rette caratteristiche per O, della T,. Analogamente assumiamo
nel piano =, come rette 2, =0, 2,=0, 2,=2, le tre rette caratte.
ristiche per O; della T, corrispondenti rispettivamente alle rette
,=0, ,=0, z,=mz, (°.

Assumiamo inoltre nel piano =, come punto fondamentale (1,
0,0) del riferimento proiettivo, il punto corrispondente, nella pro-
iettivitad caratteristica (relativa a T,) fra la coppia di rette carat-
teristiche x,=0, 2z,=0, del punto (1, 0, 0) di =,. Analogamente
assumiamo nel piano =, come punto (0, 1, 0) il punto corrispon-
dente, nella proiettivitd caratteristica (relativa a T,) fra la coppia
di rette caratteristiche x,=0, 2, =0, del punto (0, 1, 0) di =,.

Assumiamo inoltre come punto (— 1, —1, 1) in =, il punto
corrispondente, nella proiettivith caratteristica (relativa a T,) fra
la coppia di rette caratteristiche z,=ux,, 2,=2,, del punto (1, 1, 0)

(4) Piu generalmente una corrispondenza fra i tre piani & rappresen-
tata da equazioni del tipo

(2) Fimy, o5 Yu, Y25 21, 82) =0,  Fao(y, X35 Y1) Y23 21 22) =0

dove le F|, F, ammettono derivate parziali prime continue. Supposto lo
Jacobiano

oF, oF, I
62‘ az2
0
o F, 2 Iy
| 02, 02p

nell’intorno della terna di punti corrispondenti O,, 0,, O; le (2) possono
seriversi nella forma (1).
(5) In queste ipotesi diremo che la terna (0;, Oy, 03) & regolare per €
(°) Si suppone che le tre direzioni caratteristiche per 0, (per 0j)
nella trasformazione T, siano tutt’e tre distinte.
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di n;. Assumiamo infine come punto unita in =, il punto corri-
spondente, nella proiettivita caratteristica (velativa a T,) fra la
coppia di rette caratteristiche x,==,, 2, =2,, del punto (1, 1, 0)
di =,. Nel piano =, assumiamo come rette y, =0, ¢y, =0, y, =¥,
le rette rispettivamente corrispondenti alle rette z, =0, 2z, = 0,
2, = 2, nella proiettivith determinata fra i fasei di centri 0,, 0,
dalla T,.

Con questa scelta dei riferimenti proiettivi nei tre piani =,,
7y, 73 le equazioni (1) della trasformazione possono scriversi (7)

2, =x + By, —xx, + Sd'yyy, + Zptaxy + [3]
2, =y + 8y, — 2,2 + S %y, + Spuaxy, + [3]

essendo %, d',, p',, d,, p%, costanti e indicando con [3] l'insie-
me dei termini in x,, %,, y,, y, di grado superiore al secondo
G, k=1,2) {0 ().

La varieth di SEGRE rappresentativa delle terne di punti dei
tre piani =, my, m; & la Vg (d'ordine 90) appartenente allo spa.
zio proiettivo S,; che ha le equazioni parametriche (°)

(3)

A = X, Y %

X:.c=ac,yk
X = 2,
3
X,-k=.7c,z,‘
X ==,
Xi=y.
X; =2,
X0= 11

essendo le X,, X;, X;, X, Xi, Xix, Xix, X le coordinate pro-
iettive in S,; (4, k, 1 =1, 2).

(") M. Vivra, Lezioni di Geometria, Vol. 11, Cedam, Padova, pp. 805.
307, 310 (1962).

{%) Essendo la coppia (0, Os) regolare per T, & B==0.

(°) C. SEGRE, Sulle varieta che rappresentano le coppie di punti di
due piani o spazi, Rend. del Circolo Matematico di Palermo, Vol. V, p.
192 (1891).
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Considerata la V, rappresentativa di € sulla V, di SEGRE e il
punto P (di V,) rappresentativo della terna 0,, 0,, 0,, 'S (1)
osculatore in P alla V, & individuato dal punto P e dai punti de-
rivati primi Pz, Py, Py, Py, (*°) mentre 'S (2) osculatore in
P alla V, & individuato dal punto P, dai punti derivati primi sud-
detti e dai punti derivati secondi Pz, Pxans Pyiys Pysyes
Pﬂ'xyn wayga Pz‘syn Pwnyn -P-Z'li‘w Py:!la'

Essendo la terna O,, 0,, 0, regolare (85=0), si dimostra
che i quindici punti suddetti sono lineaimente indipendenti. I’.8(2)
osculatore in P alla V, & dunque regolare, cio& & un S,,.

Nell’S,, ambiente, gli S,, che passano per questo S,, sono co *.
D’altra parte ciascuno di tali S,, sega la V; di SEGRE in una V,
che rappresenta una trasformazione quadratica di Gopeaux (V)
che oscula la data trasformazione C nella terna di punti corri-
spondenti O,, 0,, 0; ("3).

Possiamo quindi concludere:

Data una trasformazione puniuale fra tre piani, esistono oo
trasformazioni quadratiche di Godeaux che la osculano in una ter-
na regolare di punti corrispondents.

Si trova che le oo? trasformazioui quadratiche di GopEAUX
osculatrici in (0,, O,, 0,) a G, sono rappresentate dal sistema di

(*°) La V, ha in P un punto semplice.
(11) M. ViLLa, op. cit. nella (2), n. 2.
(#2) Due trasformazioni puntuali fra i piani n,,m,,m;

L o
2= @ Xy, + A%+ by Yy 4 biaYs + S e xixn 4 S diyiyr +

- Zp;kac,-yn + [3]
23 = U9,y + Ogp@; + boyyy + Dogls + = Cjpi@n + 3 di.'k!hyk.‘*'

+ 2 pi iy + (3]

P, R NS

21 = 0T + @'y ®y+ by + Yy + 2 c};‘aciacu + 3 d};cy-'yk'*‘
¢ 3ppay + (3]

£ == ', + @ge; + Yo Yy + Yaoys + 2 Cemin + 2 digyiyi +
+-Z p:;cac.yk +[3],

quando i due sviluppi di 2, e i due sviluppi di 2; coincidono fino ai ter-
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equazioni

Ehpa Yz + A [(By, — 20 2, — (By, — 2,) &) + A, [(2x, — 2,) Yy, —

1 1 .
— (@ — 2] + A Bzdiix.y.-—zphw.-y» — gidey.m +

24
+ B’E (®,—2) Y + X2, — B2 Yy — 2, — By, + 2, +
1_ .2 1_ . 2 dl,
+ X Ezdii‘”iyi ~ 2 P Yy — Ez diy.2 + B“ (@, —2)y, +

+ x,2, — B, Yy — @ — By, + zz]=0:

S Y2+ i [(BYs — 20) 2 — By, — 21) 2] + we [(, — 2)) Yo —

1 1 1 1 1
- (xz - zs)yl] + ] [E p> dil Y — p> D% Yr — Ez di.?/‘ & +

2 dj .
+ ER (€, —2)ys + @2, — P,y — 2, — py)"'zx} +
1_ 2 2 1_ s 2 di
+ &y 'Bzdii Y - 2Py XY — Bzdi:?/ifh"l" 2 (e, — 2y, +

+ @2, — 80y, — % — B?h"'zz]': 0,

dove Ay, My Ay, Ay, Ay, fans By Mg, ¥, By SODO parametri (4, k. L=
1, 2).

Infine si dimostra che:

L’intersezione dell’S (2) osculatore in P alla V, con la Vg di Se-
gre & costituita dalle nove coniche che rappresentano le move pro-
ietttivita caratteristiche fra le coppie di relle caralieristiche relative
alle trasformazioni T,, T, e alla trasformazione T; fra i piani =,
m, i cui si corrispondono le coppie di pumli che assieme al punio
0, costiluiscono terne di puniti corrispondenti in C.

mini di grado h, si dird che si approssimano neil’intorno di ordine h
della terna (O, O, Og) o anche che banno nella terna (0;, Op Oz un
contatto d’ordine k. Se k=2 si dird che le due traformazioni si oscu-
lano nella terna (0, O, O3).

La nozione di contatfo ha carattere invariante per trasformazioni regolari
qualunque sui tre piani.

Pervenuto alla Segreteria dell’ U.M.1.
il 10 giugmno 1960



