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Sui polinomi propriamente quasi-ellittîci in due variabili. 

Giui i io C E S A K E B A R O Z Z I (Bologna) (*) 

Snnto. • Sia P{Di} D.2) un operatore quasi-ellittico in due variabili; sia 
-Pofëiï €2) la parte principale del polinomio P(£l} £2) associato. Conside-
rate le equa&ioni P0(X, E2) = 0 e P0(%1, II) = 0 , si studiano i polinomi 
per i quali il numéro délie radici X délia prima equazione aventi 
Im À > 0 è indipendente da ^2, ed ugualmente il numéro délie radici ji 
délia seconda equasione con I T O | i > 0 è indipendente da Ç4. 

1. - Ricord iamo b revemen te a lcune defiuizioni r e l a t ive agl i 
operator i quas i -e l l i t t i c i , r imaudando , per un 'esposiz ione de t tag l ia ta , 
al la Nota [1]. 

Sia P(^) u n polinomio a coefficienti comple&si cos tan t i ne l l a 
var iab i le £ = (E,, . . . , Ç(l) Ç R'\ S ia w h j = 1, ..., n, i l mass imo espo-
n e n t e cou cui £; compare isolato in P ; suppor remo m,- > 1, V J * 
Conveuendo di po r re 

Ça = Ç?1 ... 5 « , a,- i n t e ro > 0 , 

in t roduc iamo la seguente 

D E P I N I Z T O N E 1. - Si dice q-grado del monomio \* la quantité 

» m 

Si chiama q-grado di P il più grande dei q-gradi dei suoi termini. 

Se il q-grado di P = 1 a ( a )Ça è M, porremo P0(Ç) = S a<a)£a . 

D E F I N I Z I O N E 2. - P(£) si dice quasi-ellittico (q.e.) se 

0 = H € B » # > P 0 ( ï ) = M . 

Se P è q.e . ; r i su l t a 1 / = m, d u n q u e P0(ï) = S a f a ) £ a . 
lnjlnij = 1 

H Lavoro eseguito nell'arabito dell'attività del Gruppo di Ricerca n. 2 
del Comitato per la Materaatica del C.N.R. per .l'amio 1964-65. 
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L'ennupla [ml9 , . . ,w„) verra detta brevemente il «multi-indice» 
di P . 

DEFINIZIONE 3. - L'ennupla di numeri naturali {ml, ..., mn) si 
dira quasi-ellittica se esiste almeno un polinomio q. e. avente 
(m, , ..., mn) corne mulli-indice. 

TEOREMA 1. - Per n = 2, ogni coppia (mX) m8) è q.e.; per n>2, 
(m, , ..., m„) è q.e. se e solo se i numeri m3 sono tutti pari, tranne 
al più uno. 

Consideriamo le n equazioni 

^ O ( M , - , 5/-i, x , 5,+ i, .», ?J = 0, i = 1, . . . ,-n; 
se 0=(=5* = (Çls ..., ^_1 } ?J+1, Çj , essa è dotata di m+(£*) radici con 
i " m X > 0 , e mftf*) radici con I l r t X < 0 , essendo 

Per w > 2 , essendo connesso l'insienie i 2 " _ 1 \ | 0 | , i numeri 
wj*"(ï*) e m~(ç*) sono indipendenti da 5*; scriveremo semplicemente 
mj e m ~ . Ciô non è più vero, corne è ben noto, per n = 2. 

DEFINIZIONE 4:.-11 polinomio P(l) si dira propriamente quasi-
ellittico (p.q.e.), se mf(l*) è indipendente da Ç * Ç B " _ 1 \ | 0 | per ogni 
j = 1, . . . , n (cfr. J. PEETRE [3]). 

Si è appena visto che per n > 2 ogni polinomio q.e. è anche 
p.q.e. ; la definizione posta ha dunque intéresse solo per i polinomi 
in due variabili di cui ci occuperemo d'ora in avanti. 

DEFINIZIONE 5. - La coppia di interi non negativi (f/+, [/.+) si 
dira compatibile col multi-indice (*w,, w8) se esiste un polinomio 
p.q.e. P(ÇM ?8) per cui mf = a+ , j = l, 2. 

In ciô che segue ci si propone di caratterizzare, in relazione 
al multi-indice (w,, m%), i polinomi p.q.e., e, subordinatamente 
alFesistenza o meno di polinomi di taie tipo, di individuare le 
coppie compatibili col multi-indice. 

2. - Supponiamo dapprima m, e m% entrambi dispari. Sia P 
un polinomio q.e. di multi-indice (m19 mt); poniamo 

P0(5i, 5S)= S a^^lfW-
ai/»»i + as /m 8 =i 

Le soluzioni intere non négative (a,, a,) dell'equazione 

a i a * — + — = 1 m, m9 
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sono tali che ô  + a2 è dispari (y. [1] n° 3). Dunque 

Po&, 5t) = - p 0 ( - s l , - y . 

Se ne deduce 

w+(l) = w~(— i ) , 

m--(l) = mf(-l), j = 1, 2; 

d'altra parte, dovendo essere m+(l) + *»̂ "(1) = ^ dispari, è neces-
sariamente m+(l) 4= m~(l) = m "̂(— 1). 

Se ne conclude 

TEOREMA 2. - Se mx e m2 sono entrambi dispari, nessun poli
nomio P q.e. di multi-indice (m,, w*8) è p.q.e.. 

3. - Supponiamo ora m! pari e m% dispari. Sia d = 'm.c.d.(m15 m,), 

— m, 

Ovviamente «ÎJ è pari, m% è dispari. Esaminiamo le soluzioni 
intere non négative dell'equazione 

m, m9 

si ha 

"s 

Essendo ml e m2 primi tra loro, ax è intero solo a patto che 
m2 — a2 s i a divisibile per m t : 

m2 

Se ne deduce per P0 

P0(?1? y = îa^\[d~V™K 
3=0 

Poichè ^ compare in P 0 soltanto con esponente pari, si ha 
subito 

m ^ y ^ m ^ y ^ — \ 

Per la stessa ragione, essendo P0(ln y = P0(—?>, y , si ha anche 
m 2 ( y ~ cost., dunque P è p.q.e.. 
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Restano da caratterizzare le coppie (m+, m%) compatibili con 
(ml, m8), di cui, per ora, sappiamo solo che è necessariamente 
mf = mJ2. Posto X* = {X)»rs, l'equazione P0(ÇM A) = 0 si scrive 

d _ 
2 1 0 ^ ^ ( ^ = 0; 

ognuna délie d radici X* di taie equazione fornisce <m2 + 1)/2 
radici X con I m X > 0 , oppure (m%— 1)/2 radici dello stesso tipo. 
Dunque m^ è certamente compreso tra (m,— d)j2 e (m2 + d) /2 . 
Yiceversa, ogni numéro naturale m+ = (m, + 7i)/2, con fe (dispari) 
in valore assoluto non ssperîore a d, fornisce una coppia (mJ2, 
m£) compatibile con (mli mt). Basta considerare i polinomi q.e. 

(ST + tçf') « (S*-<£*); 
il prodotto 

— — d+fa — — d—fe 

p(E) = ( ï r i + * 5 n 2 (sr-*Er) » 
è q.e (v. [2]) di multi-indice (raM m2), e per esso si ha m+ = wi,/2, 
m+ = (mt + h)/2 . 

Concludendo 

TEOREMA 3. - Se ml è pari e mt è dispari, ogni polinomio q.e. 
c£i multi-indice (mly m%\ è p.q.e. ; le coppie compatibili con (mx, m2) 

-^-1, — ^ — J con h (dispari) in 

valore assoluto non superiore a d {massimo comun divisore tra ml 

e w j . 

4. - Supponiamo infine che ml e m% siano entrambi pari. Posto, 
corne in precedenza, mj = mjjd, j= 1, 2, supponiamo che uno dei 
due numeri m,-, per esempio m, , sia pari, e l'altro sia dispari. 

Si ha ail ora 

TEOREMA 4'. - Se m, e m% sono pari, m, è pari e m% è disparu 

ogni polinomio q.e. di multi indice (m,, m2) è p.q.e. ; 2e coppie com

patibili con (mlf m%) sono tutte e sole quelle del tipo (-^-1
9 — * - = — j 

con h (pari) in valore assoluto non superiore a d. 

La dimostrazione è identica a quella del teorema 3 con la sola 
variante che attualmente d è pari. 
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Supponiamo che i numeri mx e m% siano entrambi dispari. Si 
puô porre allora 

mj = 2km*, j = l , 2 

con m* entrambi dispari 
Nel caso in esame possono aversi polinomi p.q.e. e polinomi 

che non sono p.q e. : si considerino infatti i due esempi 

(5,+ «.)•, (5, + «,) ( ï , - « , ) = ?ï + S! 

Si abbia un polinomio P , con multi-indice del tipo in esame, 
che sia p.q e. ; le soluzioni intere non négative di 

che puô scriversi 

a, a9 

— + — = 1, 
ml m% 

+ ^ = 2*' 
sono tali che otj + a2 è pari. Ne segue 

p0(?1)?t) = p0(-s1 , - y 
da cui ancora 

m+(l) = m f ( - 1) 

m-(l) = m + ( - l ) , J = l , 2 . 

Ma essendo per ipotesi 1^^(1) = 1^^(-1) , segue 

< - f , j = i, a. 
Concludendo : 

TEOREMA 4". - Se ^ e mt sono entrambi pari, mx e mt sono 
entrambi dispari, un polinomio q.e. di multi-indice (m1} mt) pub 
essere o meno p.q.e. ; tuttavia se esso è p.q.e. la sola coppia compa* 

Ubile con (m19 mt) e ( -=-, -g- ) . 

OSSERVAZIONE - Notiamo esplicitamente che i polinomi p.q.e. 
del tipo considerato nel teorema précédente, non sono necessaria-
mente fortemente quasi-ellittici (v. [1], n° 7 e 8) ; si consideri, ad 
esempio, il polinomio 

[S,+ (Vâ+<)5«] [Si-(V8-<)?,]. 
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